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1 Uvod
U diplomskom radu proucˇavamo laktacijske modele kojima se opisuje dnevna proizvodnja
mlijeka tijekom laktacijskog ciklusa krave. Jedan od glavnih ciljeva na farmama muznih
krava maksimizirati je proizvodnju mlijeka, jer ona predstavlja glavni izvor prihoda na far-
mama te minimizirati trosˇkove proizvodnje mlijeka kako bi u konacˇnici profit od proizvodnje
mlijeka bio sˇto vec´i. Na proizvedenu kolicˇinu mlijeka utjecˇu brojni cˇimbenici. Neke od njih
moguc´e je kontrolirati, no neke ipak nije. Neki od cˇimbenika preko kojih se mozˇe utjecati na
proizvedenu kolicˇinu mlijeka su: prehrana, razmnozˇavanje i zdravstveno stanje. Kravi je po-
trebno osigurati adekvatnu kolicˇinu hrane, odnosno adekvatan unos nutritivnih vrijednosti te
adekvatnu veterinarsku skrb kako oboljenja ne bi dovela do smanjenja prinosa mlijeka ili cˇak
uginuc´a krave te kako bi se razmnozˇavanje odvijalo u normalnim ciklusima. Prinos mlijeka
na farmama muznih krava ne mora se ili se ne mozˇe evidentirati svaki dan, jer ne posjeduje
svaka farma tehnolosˇka dostignuc´a koja joj to omoguc´uju. Tako se mjerenja prinosa mlijeka
mogu vrsˇiti jednom tjedno ili cˇak jednom mjesecˇno. Upravo u tim situacijama do izrazˇaja
dolaze laktacijski modeli. Koristec´i ih, moguc´e je pratiti prinos mlijeka svake pojedine krave,
usporediti kako se prinos mlijeka jedne krave krec´e u odnosu na prinos mlijeka drugih krava
i utvrditi zadovoljava li pojedina krava prethodno postavljene ciljeve.
Od tvrtke Farmeron d.o.o. ustupljena nam je baza podataka koja sadrzˇi informacije
o prinosu mlijeka krava tijekom laktacije. Podatke smo podijelili u tri grupe jer na oblik
laktacijske krivulje utjecˇe, osim brojnih aspekata navedenih ranije, i redni broj laktacije u
kojoj se krava nalazi (vidi [7]). Prvu grupu cˇine krave koje su u prvoj laktaciji, drugu krave
koje su u drugoj laktaciji i trec´u krave koje su u trec´oj ili vec´oj laktaciji.
U prvom dijelu diplomskog rada navest c´emo i definirati osnovne pojmove kao sˇto su
laktacija, prinos mlijeka, laktacijska krivulja, vrh prinosa mlijeka te perzistencija. Zatim se
usmjeravamo na podatke koji su nam ustupljeni, odnosno na statisticˇku analizu podataka.
Ona ukljucˇuje deskriptivnu statistiku, graficˇke prikaze prinosa mlijeka i kutijastih dijagrama
s obzirom na redni broj laktacije te primjenu razlicˇitih testova kojima c´emo opravdati podjelu
u tri grupe.
Nakon statisticˇke analize podataka prelazimo na glavnu tematiku rada, a to su laktacijski
modeli. Navest c´emo i definirati cˇetiri laktacijska modela. To su Woodov laktacijski model
i njegova modifikacija te Wilminkov i MilkBot laktacijski model. Svaki model u svojoj
definiciji sadrzˇi odredeni broj parametara koje c´emo procijeniti te usporediti s obzirom na
redni broj laktacije. Osim sˇto modeli omoguc´uju modeliranje i prediktiranje dnevnog prinosa
mlijeka, takoder omoguc´uju i procjenu maksimalnog prinosa mlijeka, trenutka u kojem se on
dostizˇe te procjenu teorijskog ukupnog prinosa mlijeka tijekom odredenog perioda laktacije.
To c´emo iskoristiti kako bismo usporedili laktacijske modele tako da gledamo odstupanja od
stvarnih vrijednosti. Osim toga, usporedit c´emo ih i koristec´i graficˇke prikaze laktacijskih
krivulja dobivenih modelima i mjere kvalitete modela od kojih c´emo koristiti korigirani R2,
standardnu gresˇku reziduala te Akaike i Bayesov informacijski kriterij.
U zadnjem dijelu diplomskog rada prikazat c´emo novi model dobiven kombinacijom Wo-
odovog i MilkBot laktacijskog modela te njegovu usporedbu s Woodovim, MilkBot i Wilmin-
kovim laktacijskim modelom. Novi model pokazat c´e se kao najbolji za modeliranje dnevnog
prinosa mlijeka krava.
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2 Laktacija i laktacijska krivulja
Laktacija je period u kojem krava daje mlijeko. Ona zapocˇinje teljenjem te standardno
traje 305 dana nakon cˇega slijedi razdoblje zasusˇivanja. Ono standardno traje 60 dana i
sluzˇi kravi kao odmor te priprema za novo teljenje i novu laktaciju. Pod prinosom mlijeka
smatramo kolicˇinu mlijeka koju krava daje tijekom laktacije. Razlikujemo dnevni i ukupni
prinos mlijeka. Dnevni prinos mlijeka je prinos mlijeka koji krava daje u odredenom danu
laktacije, dok pod ukupnim prinosom mlijeka smatramo kolicˇinu mlijeka koju je krava dala
u odredenom periodu laktacije. Za potrebe ilustriranja dnevnog prinosa mlijeka tijekom lak-
tacije koristimo se laktacijskom krivuljom. Sljedec´a slika prikazuje primjer jedne laktacijske
krivulje.
Slika 1: Graficˇki prikaz dnevnog prinosa mlijeka kroz vrijeme (laktacijska krivulja).
Sa Slike 1 mozˇemo uocˇiti da dnevni prinos mlijeka raste u pocˇetnom periodu laktacije i
obicˇno 4-10 tjedana nakon teljenja, odnosno pocˇetka laktacije, krava dostizˇe svoj vrhunac.
Tocˇka u kojoj krava dostizˇe maksimalni dnevni prinos mlijeka tijekom cijele laktacije naziva
se vrh prinosa mlijeka (engleski peak yield) i oznacˇavamo ju s PY . S PT (engleski peak time)
oznacˇavamo dan u kojem je krava dostigla maksimalni prinos mlijeka. Prema tome, PY =
(PT, Ymax). Nakon sˇto krava dostigne svoj maksimalni dnevni prinos mlijeka on pocˇinje
postepeno opadati otprilike za 7%-10% mjesecˇno. Sposobnost krave da odrzˇi maksimalni
prinos mlijeka naziva se perzistencija. Mozˇemo uocˇiti da je razdoblje u kojem dnevni prinos
mlijeka raste obicˇno krac´e od razdoblja tijekom kojeg on opada.
Sam oblik laktacijske krivulje razlikuje se pasmine do pasmine pa cˇak i od krave do
krave. Na prinos mlijeka utjecˇu razlicˇiti nacˇini upravljanja farmom te mnogi cˇimbenici koji
se mogu pratiti kao sˇto su prehrana, razmnozˇavanje, zdravstveno stanje itd. Josˇ jedan od
bitnih cˇimbenika koji utjecˇe na oblik laktacijske krivulje je redni broj laktacije u kojoj se
krava trenutno nalazi. Stoga c´emo promatrati i analizirati prinose mlijeka s obzirom na
redni broj laktacije u kojoj se krava nalazi. Iako se maksimalni prinos mlijeka i perzistencija
razlikuju od krave do krave ipak postoje odredena pravila kada gledamo upravo redni broj
laktacije u kojoj se krava trenutno nalazi. Tako krave koje su u prvoj laktaciji imaju vec´u
perzistenciju od krava koje su u drugoj, trec´oj ili vec´oj laktaciji. U pravilu to znacˇi da c´e
prinos mlijeka najsporije opadati kod krava koje su u prvoj laktaciji. Isto tako krave u prvoj
laktaciji dostizˇu manji maksimalni prinos mlijeka od krava u drugoj laktaciji i on se dostizˇe
kasnije, krave u drugoj laktaciji dostizˇu manji maksimalni prinos mlijeka od krava u trec´oj
ili vec´oj laktaciji.
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3 Statisticˇka analiza podataka
Od tvrtke Farmerom d.o.o. ustupljena nam je baza podataka koja sadrzˇi podatke o stvarnom
prinosu mlijeka viˇse od 400 medusobno razlicˇitih krava koje su u prvoj, drugoj te trec´oj ili
vec´oj laktaciji (a koja nije nuzˇno njihova trenutna laktacija) imale barem 305 dana u laktaciji.
Time je osigurano da za sve krave raspolazˇemo s podacima unutar promatranih 305 dana
laktacije.
Krave c´emo podijeliti u tri grupe. Prvu grupu cˇine krave koje su u prvoj laktaciji, drugu
krave koje su u drugoj laktaciji i trec´u krave koje su u trec´oj ili vec´oj laktaciji. Za svaku grupu
krava konstruirali smo novu slucˇajnu varijablu kojom modeliramo prosjecˇni dnevni prinos
mlijeka svih krava koje se nalaze u toj laktaciji, jer c´e daljnja analiza biti usmjerena upravo
na te varijable. U nastavku diplomskog rada pod prinosom mlijeka u laktaciji smatrat c´emo
upravo opisani prosjecˇni dnevni prinos mlijeka svih krava u toj laktaciji. S dim oznacˇavamo
broj dana u laktaciji, odnosno vremensku razliku izmedu promatranog dana i dana teljenja
krave. Prinos mlijeka izrazˇen je u funtama (lb), 1lb = 0.4536kg.
3.1 Analiza prinosa mlijeka s obzirom na redni broj laktacije
Prvi korak je, kao i kod svake analize podataka, napraviti deskriptivnu statistiku prinosa
mlijeka.
Usmjerimo se prvo na prinos mlijeka u prvoj laktaciji. On se krec´e u rasponu od mi-
nimalno izmjerenog 29.84lb do maksimalno izmjerenog 86.28lb. Prosjecˇni prinos mlijeka u
prvoj laktaciji iznosi 77.66lb. Nadalje, medijan iznosi 79.49lb, sˇto znacˇi da je barem 50%
prinosa mlijeka u prvoj laktaciji manje od ili jednako 79.49lb te da je barem 50% prinosa
mlijeka u prvoj laktaciji vec´e od ili jednako 79.49lb.
Slika 2: Graficˇki prikaz i kutijasti dijagram prinosa mlijeka u prvoj laktaciji.
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Strsˇec´e vrijednosti koje uocˇavamo na kutijastom dijagramu su prvenstveno prinosi mlijeka na
pocˇetku laktacije. Kako je normalno da na pocˇetku laktacije prinos mlijeka bude najmanji,
a i kako se radi o stvarnim izmjerenim prinosima mlijeka, nec´emo ih izbaciti, nego c´emo ih
ostaviti i u nastavku raditi s njima.
Minimalni prinos mlijeka u drugoj laktaciji iznosi 43.83lb, dok maksimalni iznosi 109.33lb.
Prosjecˇni prinos mlijeka u drugoj laktaciji iznosi 90.01lb, dok je medijan 90.43lb, sˇto znacˇi da
je barem 50% prinosa mlijeka u drugoj laktaciji manje od ili jednako 90.43lb te da je barem
50% prinosa mlijeka u drugoj laktaciji vec´e od ili jednako 90.43lb.
Slika 3: Graficˇki prikaz i kutijasti dijagram prinosa mlijeka u drugoj laktaciji.
Opet uocˇavamo jednu strsˇec´u vrijednost no kako je rijecˇ o stvarnim prinosima mlijeka nas-
tavljamo raditi s njom.
Nadalje, za krave koje se nalaze u trec´oj ili vec´oj laktaciji, prinos mlijeka krec´e se u
rasponu od najmanje izmjerenog 41.41lb do najviˇse izmjerenog 122.27lb. Medijan prinosa
mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji iznosi 101lb, dok je prosjecˇni prinos mlijeka 99.49lb.
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Slika 4: Graficˇki prikaz i kutijasti dijagram prinosa mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Analogno kao i kod prinosa mlijeka u prvoj i drugoj laktaciji strsˇec´u vrijednost ne izbacujemo.
3.2 Razlike u prinosu mlijeka s obzirom na redni broj laktacije
Prirodno je postaviti si pitanje postoje li razlike u prinosu mlijeka s obzirom na redni broj
laktacije u kojoj se krava trenutno nalazi. Samo postojanje razlika mogli smo uocˇiti vec´ kada
smo napravili deskriptivnu statistiku. Sljedec´a tablica prikazuje sumaran pregled numericˇkih
karakteristika deskriptivne statistike prinosa mlijeka s obzirom na redni broj laktacije u kojoj
se krava nalazi.
mininimalni maksimalni prosjecˇni medijan 1. kvartil 3. kvartil
(lb) (lb) (lb) (lb) (lb) (lb)
prva laktacija 29.84 86.28 77.66 79.49 76.11 82.42
druga laktacija 43.83 109.33 90.01 90.43 81.11 101.6
trec´a ili vec´a laktacija 41.41 122.27 99.49 101 88.11 114.4
Tablica 1: Minimalni, maksimalni i prosjecˇni prinos mlijeka, medijan prinosa mlijeka te prvi
i trec´i kvartil prinosa mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Iz Tablice 1 uocˇavamo da su vrijednosti svih numericˇkih karakteristika osim minimalnog
prinosa mlijeka najmanje u prvoj laktaciji i najvec´e u trec´oj ili vec´oj laktaciji.
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Uvid u postojanje razlika takoder mozˇemo dobiti prikazˇemo li usporedno kutijaste dija-
grame prinosa mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Slika 5: Usporedni kutijasti dijagrami prinosa mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj
laktaciji.
Nasluc´ujemo da bi razlike u prinosu mlijeka s obzirom na redni broj laktacije mogle postojati
pa provedimo odgovarajuc´e testove kojima c´emo to potvrditi.
Slika 6: Histogrami relativnih frekvencija i grafovi uzoracˇkih funkcija gustoc´a prinosa mlijeka
u prvoj, drugoj te trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Pogledamo li prvo Sliku 6, mozˇemo naslutiti da prinosi mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj
ili vec´oj laktaciji nemaju normalnu distribuciju. Provedemo li Shapiro-Wilkov test, kod
kojeg je nul-hipoteza normalna distribuiranost slucˇajne varijable, dobijemo p-vrijednosti
koje aproksimativno iznose nula pa na razini znacˇajnosti 0.05 odbacujemo nul-hipotezu i
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prihvac´amo alternativnu koja nam kazˇe da prinosi mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj
laktaciji nemaju normalnu distribuciju.
Za ispitivanje postojanja razlika u ocˇekivanim prinosima mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj
ili vec´oj laktaciji koristit c´emo t-test. Njega je moguc´e provesti iako podaci ne dolaze iz
normalne distribucije jer raspolazˇemo dovoljno velikim uzorkom. Prije toga potrebno je
ispitati jednakost varijanci prinosa mlijeka s obzirom na redni broj laktacije. Za sve tri us-
poredbe varijanci prinosa mlijeka s obzirom na redni broj laktacije, koristec´i F-test, dobijemo
p-vrijednosti znatno manje od 0.05 pa na razini znacˇajnosti 0.05 odbacujemo nul-hipotezu o
jednakosti varijanci i prihvac´amo alternativnu o postojanju razlika medu varijancama prinosa
mlijeka s obzirom na redni broj laktacije.
Ispitajmo sada t-testom postojanje razlika u ocˇekivanim prinosima mlijeka s obzirom na
redni broj laktacije. Kako smo na razini znacˇajnosti 0.05 prihvatili alternativnu hipotezu
o razlicˇitosti varijanci koristit c´emo Welcheov t-test. Prvo ispitajmo postoje li razlike u
prinosu mlijeka izmedu prve i druge laktacije. Hipoteze su:
H0: ocˇekivani prinos mlijeka u prvoj laktaciji jednak je ocˇekivanom prinosu mlijeka u
drugoj laktaciji,
H1: ocˇekivani prinos mlijeka u prvoj laktaciji razlicˇit je od ocˇekivanog prinosa mlijeka u
drugoj laktaciji.
p-vrijednost aproksimativno iznosi nula pa na razini znacˇajnosti 0.05 odbacujemo nul-hipotezu
te prihvac´amo alternativnu koja kazˇe da je ocˇekivani prinos mlijeka u prvoj laktaciji razlicˇit
od ocˇekivanog prinos mlijeka u drugoj laktaciji. Ispitajmo sada postojanje razlika u prinosu
mlijeka u prvoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji. Hipoteze su:
H0: ocˇekivani prinos mlijeka u prvoj laktaciji jednak je ocˇekivanom prinosu mlijeka u
trec´oj ili vec´oj laktaciji,
H1: ocˇekivani prinos mlijeka u prvoj laktaciji razlicˇit je od ocˇekivanog prinosa mlijeka u
trec´oj ili vec´oj laktaciji.
p-vrijednost je opet aproksimativno nula pa na razini znacˇajnosti 0.05 odbacujemo nul-
hipotezu te prihvac´amo alternativnu koja kazˇe da je ocˇekivani prinos mlijeka u prvoj laktaciji
razlicˇit od ocˇekivanog prinosa mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji. Josˇ je ostalo ispitati postoje
li razlike u prinosu mlijeka u drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji. Slicˇno kao i u prethodna dva
testa hipoteze su:
H0: ocˇekivani prinos mlijeka u drugoj laktaciji jednak je ocˇekivanom prinosu mlijeka u
trec´oj ili vec´oj laktaciji,
H1: ocˇekivani prinos mlijeka u drugoj laktaciji razlicˇit je od ocˇekivanog prinosa mlijeka u
trec´oj ili vec´oj laktaciji.
I ovdje p-vrijednost takoder aproksimativno iznosi nula pa na razini znacˇajnosti 0.05 od-
bacujemo nul-hipotezu te prihvac´amo alternativnu koja kazˇe da je ocˇekivani prinos mlijeka
u drugoj laktaciji razlicˇit od ocˇekivanog prinosa mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji. Dakle,
rezultat statisticˇkih testova je prihvac´anje, na razini znacˇajnosti 0.05, hipoteze o postojanju
statisticˇki znacˇajnih razlika u prinosu mlijeka s obzirom na redni broj laktacije. Upravo
iz tih razloga promatrat c´emo svaku laktaciju posebno te c´emo za svaku laktaciju posebno
procjenjivati parametre laktacijskih modela.
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Slika 7: Stvarni prinosi mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji tijekom 305 dana
laktacije.
Svaku laktaciju razmatrat c´emo posebno i iz razloga sˇto se uobicˇajeni oblik laktacijske
krivulje pocˇinje formirati tek kod krava u trec´oj ili vec´oj laktaciji sˇto mozˇemo vidjeti i na
Slici 7.
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4 Laktacijski modeli
Ovo poglavlje predstavlja kljucˇnu tematiku diplomskog rada, a odnosi se na laktacijske mo-
dele. Opisat c´emo cˇetiri laktacijska modela, a to su Woodov laktacijski model i njegova
modifikacija te Wilminkov i MilkBot laktacijski model. Sva cˇetiri modela omoguc´uju mode-
liranje i predikciju dnevnog prinosa mlijeka krava. Svaki model u svojoj definiciji ukljucˇuje
odredeni broj parametara koje c´emo kasnije navesti i interpretirati, a koje je potrebno pro-
cijeniti. Parametre modela procjenjivat c´emo Levenberg-Marquardt algoritmom. Prilikom
procjene parametara modela nec´emo iskoristiti svih 305 podataka kojima raspolazˇemo, nego
c´emo iskoristiti 275 podataka kako bismo bili u moguc´nosti vidjeti jesu li modelom predik-
tirani prinosi mlijeka u skladu sa stvarnim vrijednostima prinosa mlijeka.
Svaki model, osim sˇto omoguc´uje modeliranje dnevnog prinosa mlijeka i prediktiranje
buduc´eg prinosa mlijeka, omoguc´uje i izracˇunavanje teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka
i trenutka u kojem se on dostizˇe te teorijskog ukupnog prinosa mlijeka tijekom odredenog
perioda laktacije kao povrsˇinu ispod laktacijske krivulje. Woodov i MilkBot laktacijski model
takoder omoguc´avaju izracˇunavanje perzistencije krava. Navedimo stoga prvo njihove stvarne
vrijednosti kako bismo ih kasnije mogli usporediti s teorijskim vrijednostima.
Ymax PT M275 M305
(lb) (lb) (lb)
prva laktacija 86.28 97 21525.86 23685.5
druga laktacija 109.33 58 25409.94 27452.89
trec´a ili vec´a laktacija 122.27 55 28185.62 30343.94
Tablica 2: Stvarne vrijednosti Ymax, PT , M275 i M305 za prvu, drugu i trec´u ili vec´u laktaciju.
Iz Tablice 2 vidimo da krave koje se nalaze u trec´oj ili vec´oj laktaciji imaju najvec´i maksi-
malni prinos mlijeka i on iznosi 122.27lb, dok je za krave u drugoj laktaciji on nesˇto manji
i iznosi 109.33lb. Krave koje su u prvoj laktaciji imaju najmanji maksimalni prinos mlijeka
i on iznosi 86.28lb. Takoder mozˇemo uocˇiti da c´e krave u trec´oj ili vec´oj laktaciji najbrzˇe
dostic´i maksimalni prinos mlijeka, u 55. danu od dana teljenja, dok c´e ga krave u prvoj
laktaciji dostic´i najkasnije, tek u 97. danu laktacije. Ukupni prinos mlijeka u 305 dana
laktacije najvec´i je za krave u trec´oj ili vec´oj laktaciji i iznosi 30343.94lb, dok je najmanji za
krave u prvoj laktaciji i iznosi 23685.5lb. Za krave u drugoj laktaciji on iznosi 27452.89lb.
4.1 Levenberg-Marquardt algoritam
Prije nego definiramo i opiˇsemo laktacijske modele opiˇsimo u nekoliko recˇenica algoritam
koji c´emo koristiti za procjenu parametara u svim laktacijskim modelima, buduc´i da su svi
nelinerani u parametrima.
Kao sˇto smo vec´ i rekli parametre laktacijskih modela procjenjivat c´emo Levenberg-
Marquardt algoritmom koji je poznat josˇ i pod nazivom metoda prigusˇenih najmanjih kva-
drata (engleski damped least-squares (DLS)). On predstavlja standardni algoritam koji se
koristi za rjesˇavanje nelinearnih problema najmanjih kvaradata. Metode, kao navedeni al-
goritam, koje se koriste za rjesˇavanje nelineranih problema najmanjih kvadrata ukljucˇuju
iterativno poboljˇsanje vrijednosti parametara kako bi se smanjila suma kvadrata reziduala,
odnosno suma kvadrata razlika izmedu izmjerenih vrijednosti i modelom procijenjenih vrijed-
nosti. Kod same implementacije, odnosno procjene parametara, potrebno je zadati pocˇetne
vrijednosti parametara od kojih metoda starta.
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Navedeni algoritam kombinacija je dviju metoda za pronalazˇenje minimuma funkcije,
metode najbrzˇeg spusta i Gauss-Newton metode. Kada je trenutna suma kvadrata reziduala
daleko od minimalne, odnosno kada su vrijednosti parametara daleko od optimalnih, algori-
tam se ponasˇa kao metoda najbrzˇeg spusta, a kada je blizu minimalne vrijednosti, odnosno
kada su vrijednosti parametara blizu optimalnih, algortiam se ponasˇa kao Gauss-Newton
metoda. Za viˇse informacija o navedenim algoritmima pogledati [9], [11] i [12].
4.2 Woodov laktacijski model
4.2.1 Definicija i interpretacija parametara
Prvi model koji c´emo definirati i opisati je Woodov laktacijski model. Prinos mlijeka krava
opisan je pomoc´u sljedec´e jednadzˇbe:
Yt = at
be−ct. (1)
Yt opisuje prinos mlijeka u trenutku t, gdje t oznacˇava trenutak u laktaciji u kojem proma-
tramo prinos mlijeka. Parametar a laktacijskog modela (1) predstavlja inicijalni, odnosno
pocˇetni, prinos mlijeka u laktaciji. Parametar b kontrolira rastuc´i dio laktacijske krivulje,
dok parametar c kontrolira padajuc´i dio laktacijske krivulje. Parametri a, b i c odreduju
izgled laktacijske krivulje. Kako u diplomskom radu analiziramo standardnu laktacijsku
krivulju vrijednosti parametara a, b i c su pozitivni brojevi.
Shvatimo li Yt kao zavisnu slucˇajnu varijablu kojom modeliramo prinos mlijeka u danu
t cilj je procijeniti paramtere a, b i c koji odreduju model kojim modeliramo prinos mlijeka
u trenutku t. Kao sˇto smo vec´ rekli, model nam omoguc´uje da odredimo trenutak (dan) u
kojem se dostizˇe teorijski maksimalni prinos mlijeka, koliko on iznosi, kolika je perzistencija
te koliki je teorijski ukupni prinos mlijeka u proizvoljno odabranom vremenskom periodu.
Trenutak u kojem se dostizˇe teorijski maksimalni prinos mlijeka u laktaciji maksimum je
funkcije (1). Naime, deriviramo li (1) po t dobivamo
d
dt
Yt = a
[
btb−1e−ct + tbe−ct (−c)]
= ae−ct
[
btb−1 − ctb]
= atbe−ct
[
b
t
− c
]
.
Prema tome,
t =
b
c
je stacionarna tocˇka funkcije (1).
Pogledamo li drugu derivaciju funkcije (1) i uvrstimo li vrijednost t =
b
c
dobivamo
a
(
b
c
)b
e−b
(
−c
2
b
)
< 0.
Tocˇka t =
b
c
je tocˇka lokalnog maksimuma funkcije (1).
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Dakle, teorijski maksimalni prinos mlijeka dostizˇe se u trenutku
PT =
b
c
. (2)
Uvrsˇtavanjem (2) u (1) teorijski maksimalni prinos mlijeka u laktaciji dan je sljedec´im izra-
zom:
Ymax = a
(
b
c
)b
e−b. (3)
Perzistencija krava racˇuna se prema formuli
P = − (b + 1) ln (c) . (4)
Teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom 305 dana, koliko traje standardna laktacija, odreden
je povrsˇinom ispod laktacijske krivulje, odnosno sljedec´im odredenim integralom:
M305 = a
∫ 305
1
tbe−ct dt. (5)
4.2.2 Procjena parametara na temelju stvarnih dnevnih podataka o prinosu
mlijeka
Usmjerimo se sada na procjenu vrijednosti parametara a, b i c i graficˇki prikazˇimo lakta-
cijske krivulje. Promotrimo prvo prinos mlijeka u prvoj laktaciji. Procijenjene vrijednosti
parametara Woodovog laktacijskog modela i pripadne standardne gresˇke za prinos mlijeka u
prvoj laktaciji mozˇemo vidjeti u Tablici 3.
parametar procjena standardna gresˇka
a 35.15731 0.37567
b 0.23465 0.00309
c 0.00211 0.000033
Tablica 3: Tablica procijenjenih vrijednosti parametara Woodovog laktacijskog modela i
pripadne standardne gresˇke za prinos mlijeka u prvoj laktaciji.
Buduc´i da su p-vrijednosti t-testova, koji u nul-hipotezama pretpostavljaju jednakost para-
metra nuli, manje od 0.05, na razini znacˇajnosti 0.05 odbacujemo nul-hipoteze i prihvac´amo
alternativne, tj. zakljucˇujemo kako su svi parametri modela statisticˇki znacˇajni. Drugim
rijecˇima, na razini statisticˇke znacˇajnosti 0.05 svi procjenjeni parametri bitno utjecˇu na
oblik laktacijske krivulje. Procijenjena vrijednost parametra a laktacijskog modela (1), ko-
jim opisujemo pocˇetnu kolicˇinu mlijeka, iznosi 35.15731. Procijenjena vrijednost parametra
koji kontrolira rastuc´i dio laktacijske krivulje iznosi 0.23465, dok procijenjena vrijednost
parametra koji kontrolira padajuc´i dio laktacijske krivulje iznosi 0.00211. Na osnovu proci-
jenjenih vrijednosti parametara iz Tablice 3, model za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka
u prvoj laktaciji definiran je sljedec´im izrazom:
Yt = 35.15731 · t0.23465 · e−0.00211·t. (6)
Na Slici 8 prikazana je laktacijska krivulja dobivena modelom (6) te stvarni prinosi mlijeka
u prvoj laktaciji.
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Slika 8: Laktacijska krivulja dobivena modelom (6) i stvarni dnevni prinosi mlijeka u prvoj
laktaciji.
Uocˇavamo da je laktacijska krivulja dobivena modelom (6) dobro uskladena sa stvarnim
prinosima mlijeka. Takoder mozˇemo uocˇiti da postoje razlike u teorijskom i stvarnom mak-
simalnom prinosu mlijeka te danu u kojem se oni dostizˇu. Teorijski maksimalni prinos
mlijeka dostizˇe se prije stvarnog maksimalnog prinosa mlijeka. Konkretniju usporedbu na-
pravit c´emo nesˇto kasnije. Isto tako mozˇemo uocˇiti da vrijednosti prediktirane modelom (6)
ne odstupaju znacˇajnije od stvarnih vrijednosti.
Procijenjene vrijednosti parametara Woodovog laktacijskog modela za prinos mlijeka u
drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji i pripadne standardne gresˇke mozˇemo vidjeti u Tablici 4.
parametar procjena standardna gresˇka
druga laktacija
a 59.57381 0.87753
b 0.18605 0.0.00442
c 0.00312 0.000052
trec´a ili vec´a laktacija
a 60.24992 0.78639
b 0.22001 0.00391
c 0.0036 0.000046
Tablica 4: Tablica procijenjenih vrijednosti parametara Woodovog laktacijskog modela za
prinose mlijeka u drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji i standardne gresˇke.
Buduc´i da su p-vrijednosti t-testova, koji u nul-hipotezama pretpostavljaju jednakost para-
metra nuli, i u prvoj i u drugoj laktaciji manje od 0.05, na razini znacˇajnosti 0.05 odbacujemo
nul-hipoteze i prihvac´amo alternativne, tj. zakljucˇujemo kako su svi parametri modela i u pr-
voj i u drugoj laktaciji statisticˇki znacˇajni. Drugim rijecˇima, na razini statisticˇke znacˇajnosti
0.05 svi procijenjeni parametri i u prvoj i u drugoj laktaciji bitno utjecˇu na oblik laktacijske
krivulje. Usporedimo li vrijednosti parametara modela s obzirom na redni broj laktacije
Novi laktacijski model temeljen na Woodovom i MilkBot laktacijskom modelu 13
uocˇavamo da se vrijednosti parametara a i c povec´avaju za prinos mlijeka u vec´oj laktaciji.
Najmanje su za prinos mlijeka u prvoj laktaciji, a najvec´e za prinos mlijeka u trec´oj ili
vec´oj laktaciji. Vrijednost parametra b ne pokazuje konzistentan trend. Najvec´a je za prinos
mlijeka u prvoj laktaciji, dok je najmanja za prinos mlijeka u drugoj laktaciji. Laktacijski
modeli za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji navedeni
su u Tablici 5.
model
druga laktacija Yt = 59.57381 · t0.18605 · e−0.00312·t
trec´a ili vec´a laktacija Yt = 60.24992 · t0.22001 · e−0.0036·t
Tablica 5: Laktacijski modeli prinosa mlijeka u drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji..
Graficˇki prikaz laktacijskih krivulja dobivenih modelima iz Tablice 5 u odnosu na stvarne
prinose mlijeka mozˇemo vidjeti na Slici 9.
Slika 9: Laktacijske krivulje prinosa mlijeka u drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji dobivene
modelima iz Tablice 5 i stvarni dnevni prinosi mlijeka u drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Laktacijske krivulje dobivene modelima iz Tablice 5 dobro opisuju stvarne prinose mlijeka,
ali u vec´em dijelu prije dostizanja maksimalnog prinosa mlijeka podcjenjuju stvarne dnevne
prinose mlijeka. Odmah nakon dostizanja teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka laktacijske
krivulje pocˇinju precjenjivati stvarne prinose mlijeka, dok na kraju laktacije ne uocˇavamo niti
znacˇajnija podcjenjivanja niti znacˇajnija precjenjivanja stvarnih prinosa mlijeka. Najocˇitija
razlika je, kao i u prvoj laktaciji, u vremenu dostizanja stvarnog i teorijskog maksimalnog
prinosa mlijeka. Vidimo da model procjenjuje da c´e se maksimalni prinos mlijeka dostic´i
nesˇto kasnije nego sˇto je to stvarno slucˇaj. Vrijednosti prediktirane modelima iz Tablice 5
pokazuju vec´a odstupanja od stvarnih prinosa mlijeka, nego sˇto je to bio slucˇaj za prinos
mijeka u prvoj laktaciji.
Odredimo sada teorijski maksimalni prinos mlijeka, trenutak u kojem se on dostizˇe,
perzistenciju te teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom 275 i 305 dana laktacijskog ciklusa.
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Ymax PT P M275 M305
(lb) (lb) (lb)
prva laktacija 83.97 111.12 7.605 21474.47 23637.09
druga laktacija 105.85 59.72 6.845 25345.23 27425.07
trec´a ili vec´a laktacija 119.5 61.1 6.864 28119.06 30334.1
Tablica 6: Tablica vrijednosti Ymax, PT , P , M275 i M305 dobivenih na temelju procijenjenih
vrijednosti parametara a, b i c za prvu, drugu i trec´u ili vec´u laktaciju.
Uocˇavamo da maksimalni prinos mlijeka odreden modelom raste kako se povec´ava redni
broj laktacije u kojoj se krava nalazi. Najmanji je u prvoj, a najvec´i u trec´oj ili vec´oj
laktaciji. Dan laktacije u kojem se dostizˇe teorijski maksimalni prinos mlijeka za prvu
laktaciju iznosi 111.12, dok je za drugu i trec´u ili vec´u laktaciju on dosta manji. Za drugu
laktaciju iznosi 59.72, dok za trec´u ili vec´u laktaciju iznosi 61.1. Kao i kod stvarnih prinosa
mlijeka prisutno je povec´anje teorijskog ukupnog prinosa mlijeka tijekom 275, odnosno 305
dana laktacije sˇto se krava nalazi u vec´oj laktaciji. Najvec´i teorijski ukupni prinos mlijeka
tijekom 305 dana laktacijskog ciklusa imaju krave u trec´oj ili vec´oj laktaciji i on iznosi
30334.1lb, dok je najmanji za krave u prvoj laktaciji i iznosi 23637.09lb. Perzistencija krava
pokazuje suprotan trend od teorijskog maksimalnog i teorijskog ukupnog prinosa mlijeka.
Najvec´a je za krave u prvoj laktaciji i iznosi 7.605, dok krave u drugoj i trec´oj ili vec´oj
laktaciji imaju priblizˇno jednake perzistencije. Perzistencija krava u drugoj laktaciji iznosi
6.845, dok je perzistencija krava u trec´oj ili vec´oj laktaciji 6.864. To znacˇi da c´e nakon
dostizanja teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka prinos mlijeka najsporije opadati kod
krava koje su u prvoj laktaciji, dok c´e nesˇto brzˇe opadati za krave koje su u drugoj i trec´oj
ili vec´oj laktaciji, a tako bi u pravilu i trebalo biti.
Usporedimo li sada teorijske vrijednosti iz Tablice 6 sa stvarnim vrijednostima iz Tablice
2 mozˇemo uocˇiti da nemamo znacˇajnijih odstupanja osim u trenutku dostizanja teorijskog i
stvarnog maksimalnog prinosa mlijeka. Za krave koje su u prvoj laktaciji maksimalni prinos
mlijeka odreden modelom dostizˇe se u trenutku 111.12, dok se stvarno on postizˇe znatno
ranije, u 97. danu od dana teljenja. Maksimalni prinos mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji
dostizˇe se u 55. danu od dana teljenja, dok modelom dobivamo da se on postizˇe kasnije, u
trenutku 61.1. Promatramo li prinos mlijeka u drugoj laktaciji vidimo da imamo odstupanje
za manje od dva dana sˇto nije losˇe. Uocˇavamo da teorijski maksimalni i teorijski ukupni
prinos mlijeka ne pokazuju znacˇajnija odstupanja u odnosu na stvarne vrijednosti te da,
kao i u slucˇaju stvarnih vrijednosti, rastu sˇto su krave u vec´oj laktaciji. Isto tako mozˇemo
uocˇiti da Woodov laktacijski model u sva tri slucˇaja podcjenjuje stvarni maksimalni i ukupni
prinos mlijeka. Razlika izmedu stvarnog i teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka u prvoj
laktaciji iznosi 2.31lb, u drugoj laktaciji iznosi 3.48lb, a u trec´oj ili vec´oj laktaciji iznosi
0.55lb. Promatramo li teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom 275 dana laktacijskog ciklusa
najvec´a razlika u odnosu na stvarni ukupni prinos prisutna je u trec´oj ili vec´oj laktaciji i
iznosi 66.56lb, dok je najmanja u prvoj laktaciji i iznosi 51.39lb. Ukljucˇimo li u analizu i
zadnjih trideset dana laktacijskog ciklusa koje nismo iskoristili prilikom procjene parametara
vidimo da teorijski ukupni prinos mlijeka i dalje podcjenjuje stvarnu kolicˇinu mlijeka. Razlika
je sada nesˇto manja, a to se dogada iz razloga sˇto je u zadnjem dijelu laktacijskog ciklusa
prisutno precjenjivanje stvarnih prinosa mlijeka. Tako razlika stvarnog i teorijskog ukupnog
prinosa mlijeka tijekom 305 dana laktacije u prvoj laktaciji iznosi 48.41lb, u drugoj laktaciji
27.82lb, a u trec´oj ili vec´oj laktaciji 9.84lb.
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4.2.3 Modifikacija Woodovog laktacijskog modela
Kao i sˇto smo vidjeli u prethodnom potpoglavlju Woodov laktacijski model podcjenjuje
stvarni prinos mlijeka u periodu do dostizanja teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka pose-
bice u drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji, a odmah nakon njegovog dostizanja dosta precjenjuje
stvarne prinose mlijeka. Upravo zbog te cˇinjenice Cappio-Borlino i ostali (vidi [6]) predlazˇu
novi model, odnosno modifikaciju Woodovog modela.
Dnevni prinos mlijeka opisan je sljedec´om jednadzˇbom:
Yt = at
be−ct . (7)
Kao sˇto vidimo iz same jednadzˇbe, i ovaj model, kao i Woodov, ima tri parametra koji
odreduju oblik laktacijske krivulje. Analogno kao kod Woodovog modela, Yt opisuje prinos
mlijeka u trenutku t, gdje t predstavlja trenutak u laktaciji u kojem promatramo prinos
mlijeka. Parametar a modela (7) opisuje inicijalni prinos mlijeka. Parametri b i c u odnosu
na Woodov laktacijski model imaju drugacˇije znacˇenje, odnosno interpretaciju. Parametar
c povezujemo s trenutkom dostizanja teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka. Naime, prva
derivacija funkcije (7) definirana je sljedec´im izrazom:
atbe
−ct
b ·
(
e−ct
t
− ce−ctlog(t)
)
. (8)
Izjednacˇimo li (8) s nulom slijedi
c =
1
PT · log(PT ) , (9)
gdje s PT oznacˇavamo trenutak u kojem je dostignut teorijski maksimalan prinos mlijeka
(vidi [6]). Parametar b u modelu (7) kontrolira padajuc´i dio laktacijske krivulje. Kako u
diplomskom radu analiziramo standardnu laktacijsku krivulju vrijednosti parametara a, b i c
su pozitivni brojevi. Usmjerimo se sada na procjenu parametara a, b i c modela (7) u prvoj,
drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji. Procijenjene vrijednosti parametara i standardne gresˇke
mozˇemo vidjeti u Tablici 7.
parametar procjena standardna gresˇka
prva laktacija
a 34.50758 0.32706
b 0.23624 0.00272
c 0.00202 0.000015
druga laktacija
a 53.46589 0.47551
b 0.22745 0.00267
c 0.00482 0.000048
trec´a ili vec´a laktacija
a 53.15859 0.41451
b 0.26549 0.00233
c 0.0046 0.000033
Tablica 7: Tablica procijenjenih vrijednosti parametara modifikacije Woodovog laktacijskog
modela za prinos mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji i pripadne standardne
gresˇke.
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Buduc´i da su p-vrijednosti t-testova, koji u nul-hipotezama pretpostavljaju jednakost pa-
rametra nuli, u svim grupama manje od 0.05, na razini znacˇajnosti 0.05 odbacujemo nul-
hipoteze i prihvac´amo alternativne, tj. zakljucˇujemo kako su svi parametri modela u svim
grupama znacˇajni. Drugim rijecˇima, na razini statisticˇke znacˇajnosti 0.05 svi procjenjeni
parametri u svim grupama bitno utjecˇu na oblik laktacijske krivulje.
Laktacijski modeli za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj
laktaciji navedeni su u sljedec´oj tablici.
model
prva laktacija Yt = 34.50758 · t0.23624·e−0.00202·t
druga laktacija Yt = 53.46589 · t0.22745·e−0.00482·t
trec´a ili vec´a laktacija Yt = 53.15859 · t0.26549 · e−0.0046·t
Tablica 8: Laktacijski modeli za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj
ili vec´oj laktaciji.
Na Slici 10 prikazane su laktacijske krivulje dobivene modelima iz Tablice 8.
Slika 10: Laktacijske krivulje prinosa mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji
dobivene modelima iz Tablice 8 i stvarni dnevni prinosi mlijeka.
Mozˇemo uocˇiti da je laktacijska krivulja u prvoj laktaciji dobro uskladena sa stvarnim po-
dacima o prinosu mlijeka i ne pokazuje znacˇajnija odstupanja tijekom cijelog laktacijskog
ciklusa od 305 dana. To znacˇi da niti prinosi mlijeka prediktirani modelom za zadnjih tride-
set dana laktacije ne odstupaju znacˇajnije od stvarnih prinosa mlijeka. Nesˇto losˇija situacija
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je u drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji i to na kraju laktacijskog ciklusa. Vidimo da laktacijske
krivulje dobro opisuju stvarne prinose mlijeka do otprilike 260. dana laktacijskog ciklusa
nakon cˇega ih pocˇinju precjenjivati. Ako pogledamo samo zadnjih trideset dana, vidimo
da su vrijednosti prediktirane modelima dosta ”udaljene” od stvarnih vrijednosti, odnosno
odstupanja postaju sve izrazˇenija. Cilj modifikacije Woodovog modela u odnosu na Woodov
model poboljˇsati je procjenu maksimalnog prinosa mlijeka, smanjiti podcjenjivanje stvar-
nih prinosa mlijeka prisutno u rastuc´em dijelu lakacijske krivulje te smanjiti precjenjivanje
stvarnih prinosa mlijeka nakon dostizanja teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka. Prisje-
timo li se, razlike u trenutku dostizanja teorijskog i stvarnog maksimalnog prinosa mlijeka
kod Woodovog modela bile su ocˇite vec´ sa graficˇkih prikaza. Ovdje to nije slucˇaj. Mozˇemo
vidjeti da odstupanja postoje, no da ona nisu toliko izrazˇena kao kod Woodovog modela.
Stoga mozˇemo doc´i do zakljucˇka da je modificirani Woodov model ispunio ocˇekivanja, no
da ipak postoji problem na kraju laktacijskog ciklusa, buduc´i da je prisutno precjenjivanje
vec´e nego sˇto je bilo Woodovim modelom. Konkretniju usporedbu modela napravit c´emo u
sljedec´em poglavlju.
Kao i kod Woodovog modela odredimo teorijski makismalni prinos mlijeka, dan u kojem
se on dostizˇe te teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom 275 i 305 dana laktacijskog ciklusa.
Ymax PT M275 M305
(lb) (lb) (lb)
prva laktacija 84.01 106.12 21474.15 23658.15
druga laktacija 107.63 52.44 25348.11 27555.59
trec´a ili vec´a laktacija 121.42 54.37 28122.62 30493.37
Tablica 9: Tablica vrijednosti Ymax, PT , M275 i M305 odredenih modelima iz Tablice 8 .
Pogledamo li Tablicu 9 odmah uocˇavamo da je teorijski maksimalni prinos mlijeka najmanji
za krave u prvoj laktaciji, dok je najvec´i za krave u trec´oj ili vec´oj laktaciji, sˇto bi u pravilu
i trebalo biti. Isto tako, teorijski maksimalni prinos mlijeka najsporije dostizˇu krave u prvoj
laktaciji, dok ga krave u drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji dostizˇu znatno brzˇe. Krave u
prvoj laktaciji teorijski maksimalni prinos mlijeka dostizˇu u trenutku 106.12, krave u drugoj
laktaciji u trenutku 52.44, a krave u trec´oj ili vec´oj laktaciji u trenutku 54.37. Kao sˇto
je bio slucˇaj i sa teorijskim makismalnim prinosom mlijeka, teorijski ukupni prinos mlijeka
tijekom 275 i 305 dana laktacijskog ciklusa raste sˇto su krave u vec´oj laktaciji. Najvec´i
su za krave u trec´oj ili vec´oj laktaciji i iznose 28122.62lb tijekom 275 dana laktacijskog
ciklusa te 30493.37lb tijekom 305 dana laktacijskog ciklusa. Najmanji su za krave u prvoj
laktaciji i iznose 21474.15lb tijekom 275 dana laktacijskog ciklusa te 23658.15lb tijekom 305
dana laktacijskog ciklusa. Teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom 275 dana laktacijskog
ciklusa za krave u drugoj laktaciji iznosi 25348.11lb, a tijekom 305 dana laktacijskog ciklusa
iznosi 27555.59lb. Mozˇemo uocˇiti da je teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom 305 dana
laktacijskog ciklusa dosta vec´i u odnosu na teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom 275 dana
laktacijskog ciklusa sˇto je rezultat velikog precjenjivanja stvarnih prinosa mlijeka na samom
kraju laktacijskog ciklusa.
Usporedimo li vrijednosti iz Tablice 9 sa stvarnim vrijednostima navedenim u Tablici 2
uocˇavamo znacˇajnija odstupanja samo u danu u kojem se dostizˇu stvarni i teorijski maksi-
malni prinos mlijeka. Najvec´e odstupanje pojavljuje se u prvoj laktaciji. Prema modelu,
maksimalni prinos mlijeka dostizˇe se u trenutku 106.12, no stvarno se on dostizˇe znatno
ranije, u 97. danu od dana teljenja. Krave u drugoj laktaciji teorijski maksimalni prinos
mlijeka dostizˇu u trenutku 52.44, no stvarno se on dostizˇe u 58. danu od dana teljenja. Za
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krave u trec´oj ili vec´oj laktaciji najmanje je odstupanje trenutka dostizanja stvarnog i teorij-
skog maksimalnog prinosa mlijeka. Model procjenjuje da c´e krave maksimalni prinos mlijeka
dostic´i u trenutku 54.37, a on se stvarno dostizˇe u 55. danu od dana teljenja. Teorijski mak-
simalni prinos mlijeka i teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom 275 i 305 dana laktacijskog
ciklusa ne pokazuju velika odstupanja od stvarnih vrijednosti. Teorijski maksimalni prinos
mlijeka manji je od stvarnog maksimalnog prinosa mlijeka u sva tri slucˇaja, sˇto znacˇi da je
prisutno podcjenjivanje stvarnog maksimalnog prinosa mlijeka. Najvec´e odstupanje teorij-
skog maksimalnog prinosa mlijeka od stvarnog javlja se kod krava u prvoj laktaciji i iznosi
2.27lb, dok je najmanje prisutno kod krava u trec´oj ili vec´oj laktaciji i iznosi 0.85lb. Odstu-
panje kod krava u drugoj laktaciji iznosi 1.7lb. Teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom 275
dana laktacijskog ciklusa u sva tri slucˇaja podcjenjuje stvarni ukupni prinos mlijeka tijekom
275 dana. Najvec´e odstupanje teorijskog od stvarnog ukupnog prinosa mlijeka tijekom 275
dana prisutno je kod krava u trec´oj ili vec´oj laktaciji i iznosi 63lb, dok je najmanje za krave
u prvoj laktaciji i iznosi 51.71lb. Odstupanje kod krava u drugoj laktaciji iznosi 61.83lb.
Ukljucˇivanjem i zadnjih trideset podataka o prinosu mlijeka, koje smo izostavili prilikom
procjene parametara, imamo nesˇto drugacˇiju situaciju. Podcjenjivanje stvarnog ukupnog
prinosa mlijeka tijekom 305 dana laktacijskog ciklusa prisutno je samo kod krava u prvoj
laktaciji i ono iznosi 27.35lb. U drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji teorijski ukupni prinos
mlijeka tijekom 305 dana precjenjuje stvarni ukupni prinos mlijeka. U drugoj laktaciji je on
vec´i od stvarnog za 102.7lb, dok je u trec´oj ili vec´oj laktaciji vec´i za 149.43lb. Vec´a vrijednost
teorijskog ukupnog prinosa mlijeka tijekom 305 dana u odnosu na stvarni rezultat je velikog
precjenjivanja stvarnih prinosa mlijeka na kraju laktacijskog ciklusa sˇto mozˇemo vidjeti i na
Slici 10.
4.3 Wilminkov laktacijski model
4.3.1 Definicija i interpretacija parametara
Dnevni prinos mlijeka u Wilminkovom laktacijskom modelu definiran je jednadzˇbom
Yt = a + bt + ce
−kt. (10)
Yt opisuje prinos mlijeka u trenutku t, gdje t oznacˇava trenutak u laktaciji u kojem proma-
tramo prinos mlijeka. Za razliku od prethodna dva modela, Wilmink u svoj model ukljucˇuje
cˇetiri parametra. Isto kao i prethodna dva modela i Wilminkov model je nelinearan u pa-
rametrima. Parametar a predstavlja kolicˇinu mlijeka. Parametar b kontrolira padajuc´i dio
laktacijske krivulje, tj. dio nakon dostizanja teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka. Para-
metar c kontrolira rastuc´i dio laktacijske krivulje, tj. dio prije dostizanja teorijskog maksi-
malnog prinosa mlijeka. Cˇetvrti parametar, parametar k, dovodi se u relaciju s trenutkom
dostizanja teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka. U literaturi se cˇesto vrijednost ovog pa-
rametra fiksira i postavlja na 0.05. Kada bismo iskoristili ovo pojednostavljenje i uzeli da
je k = 0.05 prilikom procjene parametara mogli bismo koristiti linearnu regresiju buduc´i da
je tada model (10) linearan u parametrima. Kako smo se tijekom ovog diplomskog rada vec´
uvjerili u cˇinjenicu da trenutak dostizanja maksimalnog prinosa mlijeka varira s obzirom na
redni broj laktacije, a kako se parametar k dovodi u relaciju s njim, i parametar k c´emo pro-
cijeniti. Parametre c´emo procjeniti Levenberg-Marquardt algoritmom kojeg smo opisali na
samom pocˇetku ovog poglavlja. Kako u diplomskom radu analiziramo standardnu laktacij-
sku krivulju vrijednosti parametara b i c su negativni brojevi, dok su vrijednosti parametara
a i k pozitivni brojevi. Funkciju (10), tj. funkciju kojom opisujemo dnevni prinos mijeka u
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Wilminkovom laktacijskom modelu promatramo na segmentu [1, 305], tj. u periodu od 305
dana koliko traje standardna laktacija.
Kao i u Woodovom modelu i Wilminkov model definira trenutak u kojem se dostizˇe
teorijski maksimalni prinos mlijeka, koliko on iznosi te teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom
odredenog perioda laktacije.
Deriviramo li (10) po t slijedi
d
dt
Yt = b− kce−kt. (11)
Izjednacˇimo li (11) s nulom dobivamo
t1 = −1
k
· ln
(
b
ck
)
. (12)
Prema tome, (12) je stacionarna tocˇka funkcije (11).
Pogledamo li drugu derivaciju funkcije (11) i uvrstimo li vrijednost (12) dobivamo
ck2e−kt1 < 0,
jer je c < 0 i k > 0. Slijedi da je (12) tocˇka lokalnog maksimuma funkcije (11).
Dakle, teorijski maksimalni prinos mlijeka dostizˇe se u trenutku
PT = −1
k
· ln
(
b
ck
)
(13)
i iznosi
Ymax = Y (PT ). (14)
Teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom 305 dana definiran je sljedec´im odredenim integralom:
M305 =
∫ 305
1
(a + bt + ce−kt) dt. (15)
4.3.2 Procjena parametara na temelju stvarnih dnevnih podataka o prinosu
mlijeka
Kao sˇto smo vec´i i naveli, vrijednost parametra k nec´emo fiksirati na k = 0.05, nego c´emo i
parametar k procijeniti. U sljedec´oj tablici navedene su procijenjene vrijednosti parametara
a, b, c i k modela (10) i pripadne stadardne gresˇke za prinos mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj
ili vec´oj laktaciji.
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parametar procjena standardna gresˇka
prva laktacija
a 88.36507 0.23277
b -0.04562 0.00124
c -52.07323 0.45795
k 0.04871 0.00085
druga laktacija
a 115.82936 0.20316
b -0.15108 0.00118
c -70.45471 0.81851
k 0.09464 0.00176
trec´a ili vec´a laktacija
a 132.79612 0.23578
b -0.19356 0.00135
c -84.41868 0.82618
k 0.082 0.00133
Tablica 10: Tablica procijenjenih vrijednosti parametara Wilminkovog laktacijskog modela
za prinos mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji i pripadne standardne gresˇke.
Buduc´i da su p-vrijednosti t-testova, koji u nul-hipotezama pretpostavljaju jednakost pa-
rametra nuli, u svim grupama manje od 0.05, na razini znacˇajnosti 0.05 odbacujemo nul-
hipoteze i prihvac´amo alternativne, tj. zakljucˇujemo kako su svi parametri modela u svim
grupama znacˇajni. Drugim rijecˇima, na razini statisticˇke znacˇajnosti 0.05 svi procjenjeni
parametri u svim grupama bitno utjecˇu na oblik laktacijske krivulje. Pogledamo li Tablicu
10 mozˇemo uocˇiti trend u parametrima s obzirom na redni broj laktacije. Uocˇavamo da
parametar a raste sˇto su krave u vec´oj laktaciji, a to smo mogli i ocˇekivati. Najmanja vri-
jednost je u prvoj laktaciji i iznosi 88.36507, dok je najvec´a u trec´oj ili vec´oj laktaciji i iznosi
132.79612. Vrijednost parametara b i c, koji kontroliraju padajuc´i i rastuc´i dio laktacijske
krivulje, pokazuju suprotan trend od vrijednosti parametra a. Naime, sˇto su krave u vec´oj
laktaciji vrijednosti parametara su manje. Parametar k ne pokazuje nikakav konzistentan
trend. Najmanji je u prvoj laktaciji, a najvec´i u drugoj laktaciji. Kako je parametar k po-
vezan s trenutkom dostizanja teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka takvo ponasˇanje nas
ne iznenaduje jer smo kroz prethodna poglavlja vidjeli da krave u drugoj laktaciji dostizˇu
maksimalni prinos mlijeka nesˇto brzˇe od krava u trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Sljedec´a tablica prikazuje nam Wilminkove laktacijske modele za modeliranje prinosa mlijeka
u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji.
model
prva laktacija Yt = 88.36507− 0.04562 · t− 52.07323 · e−0.04871·t
druga laktacija Yt = 115.82936− 0.15108 · t− 70.45471 · e−0.09464·t
trec´a ili vec´a laktacija Yt = 132.79612− 0.19356 · t− 84.41868 · e−0.082·t
Tablica 11: Laktacijski modeli za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u prvoj, drugoj i
trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Prikazˇimo graficˇki laktacijske krivulje dobivene modelima iz Tablice 11 kako bismo te-
orijske vrijednosti mogli usporediti sa stvarnim prinosima mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili
vec´oj laktaciji.
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Slika 11: Laktacijske krivulje prinosa mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji
dobivene modelima iz Tablice 11 i stvarni dnevni prinosi mlijeka.
Sa Slike 11 mozˇemo vidjeti da su laktacijske krivulje dobivene modelima iz Tablice 11 dobro
uskladene sa stvarnim prinosima mlijeka. Niti u jednom slucˇaju ne uocˇavamo znacˇajnija
precjenjivanja, odnosno podcjenjivanja stvarnih prinosa mlijeka. Ipak, na kraju laktacije,
vrijednosti prediktirane modelima pocˇinju precjenjivati stvarne prinose mlijeka. Znacˇajnije
razlike izmedu stvarnog i teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka ne mozˇemo uocˇiti. Isto
tako, trenuci dostizanja stvarnog i teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka bliski su jedan
drugom, tj. razlike nisu ocˇite sa graficˇkih prikaza kao sˇto je to bio slucˇaj kod Woodovog
laktacijskog modela.
Koristec´i formule navedene prilikom definiranja Wilminkovog laktacijskog modela izracˇunajmo
teorijski makismalni prinos mlijeka, dan u kojem se on dostizˇe te teorijski ukupni prinos mli-
jeka tijekom 275 i 305 dana laktacijskog ciklusa.
Ymax PT M275 M305
(lb) (lb) (lb)
prva laktacija 83.67 82.49 21468.78 23722.81
druga laktacija 108.19 40.02 25347.38 27507.87
trec´a ili vec´a laktacija 121.99 43.62 28118.8 30418.71
Tablica 12: Tablica vrijednosti Ymax, PT , M275 i M305 odredenih modelima iz Tablice 11 .
Vidimo da se model ponasˇa u skladu s uobicˇajenim rezultatima i pravilima. Vrijednosti
teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka i teorijskog ukupnog prinosa mlijeka tijekom 275 i
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305 dana laktacije rastu sˇto su krave u vec´oj laktaciji. Najmanji su za krave u prvoj laktaciji,
a najvec´i za krave u trec´oj ili vec´oj laktaciji. Teorijski maksimalni prinos mlijeka najsporije
dostizˇu krave u prvoj laktaciji, u trenutku 82.49. Trenuci dostizanja teorijskog maksimalnog
prinosa mlijeka u drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji ne razlikuju se puno, no ipak ga prije
dostizˇu krave u drugoj laktaciji, u trenutku 40.02. Krave u trec´oj ili vec´oj laktaciji dostizˇu
ga u trenutku 43.62. Opet uocˇavamo znacˇajan porast teorijskog ukupnog prinosa mlijeka
ukoliko ukljucˇimo u analizu i podatke koje nismo koristili prilikom procjene parametara.
Razlog povec´anja je veliko precjenjivanje stvarnih prinosa mlijeka na kraju prve, druge i
trec´e ili vec´e laktacije.
Usporedimo sada vrijednosti dobivene modelom, tj. vrijednosti iz Tablice 12 sa stvar-
nim vrijednostima iz Tablice 2. Iako nam to nije bilo vidljivo sa graficˇkih prikaza najvec´a
odstupanja pojavljuju se u trenutku dostizanja teorijskog i stvarnog maksimalnog prinosa
mlijeka. Najvec´e odstupanje pojavljuje se u drugoj laktaciji. Prema modelu, maksimalni
prinos mlijeka dostizˇe se u trenutku 40.02, no stvarno se on dostizˇe znatno kasnije, u 58.
danu od dana teljenja. Najmanje odstupanje prisutno je u trec´oj ili vec´oj laktaciji. Teorijski
maksimalni prinos mlijeka dostizˇe se u trenutku 43.62, no stvarno se on dostizˇe kasnije, u
55. danu od dana teljenja. Stvarni maksimalni prinos mlijeka u prvoj laktaciji dostizˇe se u
97. danu od dana teljenja, no model procjenjuje da c´e se on dogoditi nesˇto ranije, u tre-
nutku 82.49. Teorijski maksimalni prinos mlijeka ne pokazuje vec´a odstupanja od stvarnih
vrijednosti. Najvec´e odstupanje teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka od stvarnog javlja
se kod krava u prvoj laktaciji i iznosi 2.61lb, dok je najmanje odstupanje prisutno kod krava
u trec´oj ili vec´oj laktaciji i iznosi svega 0.28lb. Odstupanje kod krava u drugoj laktaciji iznosi
1.14lb. Teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom 275 dana laktacijskog ciklusa u sva tri slucˇaja
podcjenjuje stvarni ukupni prinos mlijeka tijekom 275 dana. Najvec´e odstupanje teorijskog
od stvarnog ukupnog prinosa mlijeka tijekom 275 dana prisutno je kod krava u trec´oj ili
vec´oj laktaciji i iznosi 66.7lb, dok je najmanje za krave u prvoj laktaciji i iznosi 57.08lb.
Odstupanje kod krava u drugoj laktaciji iznosi 62.56lb. Ukljucˇivanjem i zadnjih trideset
podataka o prinosu mlijeka, koje smo izostavili prilikom procjene parametara, imamo nesˇto
drugacˇiju situaciju. Modeli precjenjuju stvarni ukupni prinos tijekom 305 dana laktacije u
sve tri grupe. Najvec´e precjenjivanje prisutno je u trec´oj ili vec´oj laktaciji i iznosi 74.77lb, a
najmanje u prvoj laktaciji i iznosi 37.31lb. Teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom 305 dana
laktacije u drugoj laktaciji vec´i je od stvarnog za 54.98lb. Vec´a vrijednost teorijskog ukup-
nog prinosa mlijeka tijekom 305 dana u odnosu na stvarni rezultat je velikog precjenjivanja
stvarnih prinosa mlijeka na kraju laktacijskog ciklusa sˇto mozˇemo vidjeti i na Slici 10.
4.4 MilkBot laktacijski model
4.4.1 Definicija i interpretacija parametara
Posljednji model na koji c´emo se osvrnuti je MilkBot laktacijski model. Kao i kod Wilmin-
kovog modela, i u definiciji ovog laktacijskog modela pojavljuju se cˇetiri parametra. Dnevni
prinos mlijeka definiran je izrazom
Yt = a ·
(
1− exp(
c−t
b
)
2
)
· exp(−dt). (16)
Kao i prethodni modeli, i MilkBot laktacijski model nelinearan je u parametrima. Isto tako
Yt predstavlja kolicˇinu mlijeka u trenutku t. Svaki parametar modela ima svoje znacˇenje i
naziv koje c´emo u nastavku opisati i navesti.
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Parametar a modela (16) je parametar skaliranja (engleski scale parameter), a predstav-
lja kolicˇinu mlijeka. Vrijednosti ovog parametra uvijek su pozitivni brojevi, a izrazˇava se u
lb/dan. On takoder ima znacˇenje teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka koji se priblizˇava
stvarnoj vrijednosti kako se vrijednost parametra b priblizˇava nuli. Povezanost s teorijskim
maksimalni prinosom mlijeka omoguc´uje parametru a da odredi razmjer laktacije koji ovisi,
kako smo i vidjeli do sada, o rednom broju laktacije u kojoj se krava nalazi. Kao i para-
metar k u Wilminkovom modelu, parametar a je od izuzetne vazˇnosti za model. Zasˇto je
vazˇan? Primjerice, u Woodovom laktacijskom modelu, u kojem nemamo parametar koji nam
odreduje razmjer laktacije, dolazi do znacˇajnijeg odstupanja teorijskih od stvarnih prinosa
mlijeka.
Ostala tri parametra modela odreduju oblik laktacijske krivulje. Parametar b (engleski
ramp parameter) kontrolira rastuc´i dio laktacijske krivulje, tj. dio odmah nakon teljenja do
postizanja teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka. Vrijednosti ovog parametra su pozitivni
brojevi i iskazuju se kao vrijeme pri cˇemu se cˇesto uzima dan. Parametar c (engleski offset
parameter) kontrolira vrijeme izmedu teljenja i pocˇetka laktacije. Vrijednosti ovog parame-
tra iskazuju se kao vrijeme i cˇesto su to dani, no za razliku od parametra b ovaj parametar
mozˇe biti pozitivan, negativan ili jednak nuli. Model se mozˇe pojednostaviti fiksiranjem vri-
jednosti ovog parametra na nulu sˇto je ekvivalentno cˇinjenici da laktacija pocˇinje u trenutku
teljenja. Parametar d (engleski decay parameter) kontrolira padajuc´i dio laktacijske krivulje
i njegove vrijednosti su pozitivni brojevi. Brzina opadanja proizvodnje mlijeka povezuje se s
perzistencijom pa tako i sama vrijednost ovog parametra. Perzistencija je definirana izrazom
P =
0.693
d
.
Ovako definiranu perzistenciju interpretiramo kao vrijeme potrebno kako bi se prinos mlijeka
prepolovio s time da ignoriramo rastuc´i dio laktacijske krivulje.
Kao i prethodna dva modela i MilkBot model definira formule za izracˇunavanje trenutka
u kojem se dostizˇe teorijski maksimalni prinos mlijeka, koliko on iznosi te teorijskog ukupnog
prinosa mlijeka tijekom odredenog perioda laktacije (vidi [8]).
Trenutak u kojem se dostizˇe teorijski maksimalni prinos mlijeka definiran je sljedec´im izra-
zom:
PT = c− b · ln
(
2bd
1 + bd
)
. (17)
Prema tome teorijski maksimalni prinos mlijeka iznosi
Ymax = Y (PT ). (18)
Zˇelimo li izracˇunati koliko iznosi teorijski ukupni prinos mlijeka, primjerice tijekom 305
dana laktacijskog ciklusa, mozˇemo vrlo jednostavno, koristec´i odredeni integral, odnosno
racˇunajuc´i povrsˇinu ispod laktacijske krivulje. Dakle, teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom
305 dana laktacijskog ciklusa definiran je sljedec´im izrazom:
M305 = a ·
∫ 305
1
((
1− exp
(
c−t
b
)
2
)
· exp(−dt)
)
dt. (19)
4.4.2 Procjena parametara na temelju stvarnih dnevnih podataka o prinosu
mlijeka
U ovom dijelu napravit c´emo procjenu parametara MilkBot laktacijskog modela za prinos
mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji. Procijenjene vrijednosti navedene su u
sljedec´oj tablici zajedno sa standardnim gresˇkama.
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parametar procjena standardna gresˇka
prva laktacija
a 88.73279 0.25804
b 21.0049 0.38485
c 3.47288 0.15611
d 0.00057 0.000016
druga laktacija
a 118.60954 0.26894
b 11.81268 0.23654
c 2.24265 0.1121
d 0.00165 0.000014
trec´a ili vec´a laktacija
a 137.25193 0.38086
b 14.07275 0.28626
c 3.26698 0.12284
d 0.00191 0.000017
Tablica 13: Tablica procijenjenih vrijednosti parametara MilkBot laktacijskog modela za
prinos mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji i pripadne standardne gresˇke.
Buduc´i da su p-vrijednosti t-testova, koji u nul-hipotezama pretpostavljaju jednakost pa-
rametra nuli, u svim grupama manje od 0.05, na razini znacˇajnosti 0.05 odbacujemo nul-
hipoteze i prihvac´amo alternativne, tj. zakljucˇujemo kako su svi parametri modela u svim
grupama znacˇajni. Drugim rijecˇima, na razini statisticˇke znacˇajnosti 0.05 svi procjenjeni
parametri u svim grupama bitno utjecˇu na oblik laktacijske krivulje. Uocˇavamo rastuc´i
trend vrijednosti parametra a sˇto su krave u vec´oj laktaciji. Najmanji je za krave u prvoj
laktaciji i iznosi 88.73279, a najvec´i za krave u trec´oj ili vec´oj laktaciji i iznosi 137.25193.
Isti trend prisutan je i u vrijednostima parametra d. Najvec´i ja za krave u trec´oj ili vec´oj
laktaciji i iznosi 0.00191, a najmanji za krave u prvoj laktaciji i iznosi 0.00057. Kao sˇto smo
i naveli parametar d dovodimo u vezu s perzistencijom. Znamo da je perzistencija krava
manja sˇto su krave u vec´oj laktaciji. Upravo iz tog razloga mogli smo i ocˇekivati ovakvo
ponasˇanje parametra d. Parametri b i c ne pokazuju konzistentan trend. Najmanji su za
krave u drugoj laktaciji, a najvec´i za krave u prvoj laktaciji.
Navedimo sada MilkBot laktacijske modele za modeliranje prinosa mlijeka u prvoj, drugoj i
trec´oj ili vec´oj laktaciji.
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model
prva laktacija Yt = 88.73279 ·
1− exp
(
3.47288− t
21.0049
)
2
 · exp(−0.00057 · t)
druga laktacija Yt = 118.60954 ·
1− exp
(
2.24265− t
11.81268
)
2
 · exp(−0.00165 · t)
trec´a ili vec´a laktacija Yt = 137.25193 ·
1− exp
(
3.266698− t
14.07275
)
2
 · exp(−0.00191 · t)
Tablica 14: MilkBot laktacijski modeli za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u prvoj,
drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Prvu usporedbu stvarnih prinosa mlijeka s teorijskim vrijednostima napravit c´emo graficˇki
tako da prikazˇemo stvarne dnevne prinose mlijeka i laktacijske krivulje dobivene laktacijskim
modelima iz Tablice 14.
Slika 12: Laktacijske krivulje prinosa mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji
dobivene modelima iz Tablice 14 i stvarni dnevni prinosi mlijeka.
Sa Slike 12 mozˇemo vidjeti da su laktacijske krivulje dobivene modelima iz Tablice 14 dobro
uskladene sa stvarnim prinosima mlijeka. Gledajuc´i laktacijske krivulje ne mozˇemo uocˇiti niti
znacˇajnija podcjenjivanja niti znacˇajnija precjenjivanja stvarnih prinosa mlijeka u pocˇetnom
i srednjem periodu laktacije. Odmah je uocˇljivo veliko odstupanje od stvarnih prinosa mlijeka
na kraju laktacijskog ciklusa. Naime, vrijednosti prediktirane modelom vec´ u prvoj laktaciji
pocˇinju dosta odstupati od stvarnih vrijednosti i to odstupanje se povec´ava sˇto su krave u
vec´oj laktaciji. Vidimo da je u trec´oj ili vec´oj laktaciji odstupanje od stvarnih vrijednosti
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najdrasticˇnije. Sˇto se ticˇe razlika u trenucima dostizanja teorijskog i stvarnog maksimalnog
prinosa mlijeka one nisu vidljive, kao ni same razlike izmedu njih.
Sljedec´u usporedbu napravit c´emo izmedu teorijskog i stvarnog maksimalnog prinosa
mlijeka, dana u kojem se oni dostizˇu te teorijskog i stvarnog ukupnog prinosa mlijeka tijekom
275 i 305 dana laktacijskog ciklusa. Odredimo prvo teorijske vrijednosti koristec´i formule
navedene prilikom definiranja MilkBot laktacijskog modela.
Ymax PT P M275 M305
(lb) (lb) (lb)
prva laktacija 83.69 82.21 1221.231 21468.75 23726.23
druga laktacija 108.78 40.81 420.54 25346.85 27553.54
trec´a ili vec´a laktacija 122.7 44.77 362.69 28118.8 30485
Tablica 15: Tablica vrijednosti Ymax, PT , M275 i M305 odredenih modelima iz Tablice 14 .
Kao i kod ostalih modela navedenih ranije vidimo da se model ponasˇa u skladu s uobicˇajenim
rezultatima i pravilima. Vrijednosti teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka i teorijskog
ukupnog prinosa mlijeka tijekom 275 i 305 dana laktacije rastu sˇto su krave u vec´oj lakta-
ciji. Najmanji su za krave u prvoj laktaciji, a najvec´i za krave u trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Teorijski maksimalni prinos mlijeka najsporije dostizˇu krave u prvoj laktaciji, u trenutku
82.21. Trenuci dostizanja teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka u drugoj i trec´oj ili vec´oj
laktaciji ne razlikuju se puno, no ipak ga prije dostizˇu krave u drugoj laktaciji, u trenutku
40.81. Krave u trec´oj ili vec´oj laktaciji dostizˇu ga u trenutku 44.77. Opet uocˇavamo znacˇajan
porast teorijskog ukupnog prinosa mlijeka ukoliko ukljucˇimo u analizu i podatke koje nismo
koristili prilikom procjene parametara. Razlog povec´anja veliko je precjenjivanje stvarnih
prinosa mlijeka na kraju prve, druge i trec´e ili vec´e laktacije. Perzistencija je najvec´a za
krave u prvoj laktaciji, a najmanja za krave u trec´oj ili vec´oj laktaciji. U pravilu to znacˇi
da prinos mlijeka najsporije opada kod krava u prvoj laktaciji, a najbrzˇe kod krava u trec´oj
ili vec´oj laktaciji.
U odnosu na stvarne vrijednosti navedene u Tablici 2 ne uocˇavamo znacˇajnija odstupanja
osim trenutka u kojem se dostizˇe stvarni i teorijski maksimalni prinos mlijeka iako to s
graficˇkih prikaza nismo mogli uocˇiti. Najvec´e odstupanje prisutno je kod krava u drugoj
laktaciji, buduc´i da se stvarni maksimalni prinos mlijeka dostizˇe u 58. danu od dana teljenja,
dok model procjenjuje da bi se on trebao dogoditi u trenutku 40.81. Najmanje odstupanje
prisutno je kod krava u trec´oj ili vec´oj laktaciji. Naime, model procjenjuje da se maksimalni
prinos mlijeka treba dogoditi u trenutku 44.27, a stvarno se on dostizˇe u 55. danu od
dana teljenja. Za krave u prvoj laktaciji model procjenjuje da se maksimalni prinos mlijeka
dostizˇe u trenutku 82.205, a stvarno se on dostizˇe ipak dosta kasnije, u 97. danu od dana
teljenja. Usporedimo li vrijednosti teorijskog i stvarnog maksimalnog prinos mlijeka prvi puta
uocˇavamo precjenjivanje stvarnog maksimalnog prinos mlijeka i to u trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Ono iznosi 0.43lb. U prvoj i drugoj laktaciji i dalje je prisutno podcjenjivanje stvarnog
maksimalnog prinosa mlijeka. Ono u prvoj laktaciji iznosi 2.59lb, dok u drugoj laktaciji
iznosi 0.55lb. Kao i u prethodnim modelima prisutno je podcjenjivanje stvarnog ukupnog
prinosa mlijeka tijekom 275 dana laktacijskog ciklusa u sve tri grupe. U prvoj laktaciji ono
iznosi 57.11lb, u drugoj laktaciji 63.09lb, a u trec´oj ili vec´oj laktaciji 66.82lb. Ukljucˇimo
li u analizu i zadnjih trideset podataka koje smo izostavili prilikom procjene parametara
modela, kao i kod Wilminkovog modela imamo situaciju da se stvarni ukupni prinos mlijeka
tijekom 305 dana laktacije precjenjuje. Najvec´e precjenjivanje prisutno je u trec´oj ili vec´oj
laktaciji i iznosi 141.06lb, a najmanje je u prvoj laktaciji, gdje iznosi 41.34lb. Teorijski ukupni
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prinos mlijeka tijekom 305 dana laktacije u drugoj je laktaciji vec´i od stvarnog za 100.65lb.
Razlog tako velikog precjenjivanja mozˇemo vidjeti, odnosno naslutiti i sa Slike 12. Naime,
vrijednosti prediktirane modelom na kraju laktacijskog ciklusa pocˇinju dosta odstupati od
stvarnih prinosa mlijeka.
Novi laktacijski model temeljen na Woodovom i MilkBot laktacijskom modelu 28
5 Usporedba laktacijskih modela
U ovom poglavlju napravit c´emo usporedbu laktacijskih modela koje smo naveli i obradili
u prethodnom poglavlju. Usporedit c´emo ih graficˇki tako da prikazˇemo laktacijske krivulje
modela za svaku grupu posebno. Zatim c´emo navesti tablicu koja sadrzˇi podatke o teorijskim
i stvarnim maksimalnim prinosima mlijeka, trenucima u kojima se oni dostizˇu te teorijskim i
stvarnim ukupnim prinosima mlijeka tijekom 275 i 305 dana laktacijskog ciklusa. U njoj c´emo
navesti isto tako i odstupanja u odnosu na stvarne vrijednosti. Trec´u usporedbu napravit
c´emo preko odredenih kriterija, kao sˇto su korigirani R2, standardna gresˇka reziduala te
Akaike i Bayesov informacijki kriterij.
Korigirani R2 (oznaka R2adj) definiran je sljedec´im izrazom
R2adj = 1−
n− 1
n− p ·
(
1−R2) , (20)
gdje je R2 koeficijent determinacije, n broj opservacija, a p broj prametara u modelu.
Koeficijent determinacije R2 definiran je izrazom
R2 = 1− RSS
TSS
, (21)
gdje je RSS suma kvadrata reziduala, a TSS ukupna suma kvadrata odstupanja stvarnih
prinosa mlijeka od prosjecˇnog prinosa mlijeka.
Standardna gresˇka reziduala (oznaka RSD) definirana je izrazom
RSD =
√
RSS√
n− p, (22)
gdje je RSS suma kvadrata reziduala, n broj opservacija, a p broj parametara u modelu.
Za odredivanje vrijednosti Akaike i Bayesovog informacijskog kriterija koristiti c´emo vec´
ugradene funkcije u programskom paketu R.
U konacˇnici najbolji model je onaj koji ima najmanju standardnu gresˇku reziduala, naj-
manji iznos Akaike i Bayesovog informacijskog kriterija i najvec´u vrijednost korigiranog R2.
5.1 Prinos mlijeka u prvoj laktaciji
Usporedimo prvo sve laktacijske modele (Woodov laktacijski moodel i njegovu modifikaciju
te Wilminkov i MilkBot laktacijski model) za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u prvoj
laktaciji.
Prikazˇimo prvo laktacijske krivulje dobivene laktacijskim modelima u odnosu na stvarne
prinose mlijeka u prvoj laktaciji.
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Slika 13: Laktacijske krivulje dobivene Woodovim laktacijskim modelom i njegovom modi-
fikacijom te Wilminkovim i MilkBot laktacijskim modelom za modeliranje dnevnog prinosa
mlijeka u prvoj laktaciji i stvarni dnevni prinosi mlijeka.
Sljedec´a slika predstavlja prikaz laktacijskih krivulja po dijelovima, odnosno od 1. do 150.
dana u laktaciji te od 150. do 305. dana u laktaciji kako bismo laksˇe uocˇili razlike izmedu
modela.
Slika 14: Laktacijske krivulje dobivene Woodovim laktacijskim modelom i njegovom modi-
fikacijom te Wilminkovim i MilkBot laktacijskim modelom za modeliranje dnevnog prinosa
mlijeka u prvoj laktaciji i stvarni dnevni prinosi mlijeka.
Pogledamo li prvo Sliku 13 nasluc´ujemo da razlike u laktacijskim modelima postoje po-
sebno na kraju laktacijskog ciklusa krave. Razlike su josˇ uocˇljivije ukoliko pogledamo Sliku
14. Laktacijske krivulje dobivene Wilminkovim i MilkBot laktacijskim modelom bolje su
uskladene sa stvarnim prinosima mlijeka do otprilike 270. dana laktacijskog ciklusa, nakon
cˇega ih pocˇinju precjenjivati. Nakon 270. dana stvarne prinose mlijeka bolje opisuju laktacij-
ske krivulje dobivene Woodovim laktacijskim modelom i njegovom modifikacijom. Isto tako
mozˇemo uocˇiti da su vrijednosti prediktirane Woodovim laktacijskim modelom i njegovom
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modifikacijom bolje uskladene sa stvarnim prinosima mlijeka u odnosu na vrijednosti pre-
diktirane Wilminkovim i MilkBot laktacijskim modelom koji se tijekom cijelog laktacijskog
ciklusa gotovo pa podudaraju. Sˇto se ticˇe razlika izmedu Woodovog laktacijskog modela i
njegove modifikacije razlike su uocˇljive tek kod modelima prediktiranih vrijednosti. Vidimo
da ih modifikacija Woodovog modela na samom kraju laktacije viˇse precjenjuje.
Usporedimo sada odstupanja teorijskih maksimalnih prinosa mlijeka, trenutaka u kojima
se oni dostizˇu i teorijskih ukupnih prinosa mlijeka tijekom 275 i 305 dana laktacije od stvarnih
vrijednosti. Odstupanja c´emo navesti u zagradama pri cˇemu c´e negativna razlika oznacˇavati
podcjenjivanje, a pozitivna precjenjivanje stvarnih vrijednosti.
model Ymax PT M275 M305
(lb) (lb) (lb)
stvarne vrijednosti 86.28 97 21525.86 23685.5
Wood 83.97 111.12 21474.47 23637.09
(-2.31) (14.12) (-51.39) (-48.41)
modifikacija Woodovog modela 84.01 106.12 21474.15 23658.15
(-2.27) (9.12) (-51.71) (-27.35)
Wilmink 83.67 82.49 21468.78 23722.81
(-2.61) (-14.51) (-57.08) (37.31)
MilkBot 83.69 82.21 21468.75 23726.23
(-2.59) (-14.795) (-57.11) (41.34)
Tablica 16: Tablica vrijednosti Ymax, PT , M275 i M305 odredenih Woodovim laktacijskim
modelom i njegovom modifikacijom te Wilminkovim i MilkBot laktacijskim modelom i od-
stupanja od stvarnih vrijednosti za prinos mlijeka u prvoj laktaciji.
Vidimo da su odstupanja teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka od stvarnog priblizˇno jed-
naka u svim modelima. Razlike se pojavljuju tek na prvom decimalnom mjestu. U svim
laktacijskim modelima prisutno je precjenjivanje stvarnog maksimalnog prinosa mlijeka.
Najvec´e odstupanje prisutno je kod Wilminkovog laktacijskog modela i ono iznosi 2.61lb,
dok je najmanje kod modifikacije Woodovog modela i iznosi 2.27lb. Sˇto se ticˇe trenutka u
kojem se dostizˇe teorijski i stvarni maksimalni prinos mlijeka imamo zanimljivu situaciju.
Woodov model i njegova modifikacija procjenjuju da c´e se makismalni prinos mlijeka dostic´i
kasnije nego sˇto se on stvarno dostizˇe, dok Wilminkov i MilkBot procjenjuju da c´e se on
dostic´i ranije. Modifikacija koju su predlozˇili Cappio-Borlino i ostali doprinosi smanjenju
precjenjivanja trenutka dostizanja maksimalnog prinosa mlijeka u usporedbi s Woodovim
modelom. Teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom 275 dana laktacije u svim modelima pod-
cjenjuje stvarni. Najvec´e odstupanje pojavljuje se u MilkBot modelu i ono iznosi 57.11lb, dok
je najmanje u Woodovom modelu i iznosi 51.39lb. Ukljucˇimo li u analizu i zadnjih trideset
dana koje smo izostavili prilikom procjene parametara vidimo da Woodov model i njegova
modifikacija i dalje podcjenjuju stvarni ukupni prinos mlijeka tijekom 305 dana laktacije,
dok ga Wilminkov i MilkBot model precjenjuju. Podcjenjivanje je manje u modifikaciji
Woodovog modela, a precjenjivanje u Wilminkovom modelu.
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Odredimo sada mjere kvalitete modela i usporedimo ih.
model R2adj RSD AIC BIC
Wood 0.9683 1.329 941.906 956.373
modifikacija Woodovog modela 0.9761 1.114 864.36 878.827
Wilmink 0.9832 0.934 768.59 786.374
MilkBot 0.9828 0.978 774.101 792.184
Tablica 17: Korigirani R2 (R2adj), standardna gresˇka reziduala (RSD), Akaike informacijski
kriterij (AIC) i Bayesov informacijski kriterij (BIC) Wodovog laktacijskog modela i njegove
modifikacije te Wilminkovog i MilkBot laktacijskog modela za modeliranje dnevnog prinosa
mlijeka u prvoj laktaciji.
Uocˇavamo da svi modeli imaju visoke vrijednosti korigiranog R2, sˇto je dobro. No, ipak
postoje razlike. Vidimo da je najmanji za Woodov model i iznosi 0.9683, dok je najvec´i za
Wilminkov model i iznosi 0.9832. Istu stvar uocˇavamo i s Akaike i Bayesovim informacijskim
kriterijem. Sˇto se ticˇe standardne gresˇke reziduala ona pokazuje suprotno kretanje. Najvec´a
je za Woodov model i iznosi 1.329, a najmanja je za Wilminkov model i iznosi 0.934. Prema
svim navedenim karakteristikama u Tablici 17 Wilminkov model pokazuje se kao najbolji
za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u prvoj laktaciji. Ali moramo biti svjesni cˇinjenice
da laktacijska krivulja dobivena Wilminkovim modelom precjenjuje stvarne prinose mlijeka
na kraju laktacije, odnosno da predikcija dosta odstupa od stvarnih vrijednosti sˇto mozˇemo
vidjeti i na Slici 13 i na Slici 14. Sˇto se ticˇe same usporedbe Woodovog modela i njegove
modifikacije vidimo da modifikacija ima nesˇto bolje vrijednosti mjera kvalitete modela.
5.2 Prinos mlijeka u drugoj laktaciji
Prikazˇimo prvo laktacijske krivulje svih laktacijskih modela u odnosu na stvarne dnevne
prinose mlijeka u drugoj laktaciji.
Slika 15: Laktacijske krivulje dobivene Woodovim laktacijskim modelom i njegovom modi-
fikacijom te Wilminkovim i MilkBot laktacijskim modelom za modeliranje dnevnog prinosa
mlijeka u drugoj laktaciji i stvarni dnevni prinosi mlijeka.
Na sljedec´oj slici mozˇemo vidjeti prikaz laktacijskih krivulja po dijelovima, odnosno od 1.
do 150. dana u laktaciji te od 150. do 305. dana u laktaciji.
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Slika 16: Laktacijske krivulje dobivene Woodovim laktacijskim modelom i njegovom modi-
fikacijom te Wilminkovim i MilkBot laktacijskim modelom za modeliranje dnevnog prinosa
mlijeka u drugoj laktaciji i stvarni dnevni prinosi mlijeka.
S graficˇkih prikaza uocˇavamo da su razlike u modelima prisutne i da su one vec´e nego sˇto
je to bio slucˇaj s laktacijskim krivuljama u prvoj laktaciji. Uocˇavamo da laktacijske krivu-
lje dobivene Woodovim laktacijskim modelom i njegovom modifikacijom dosta podcjenjuju
stvarne prinose mlijeka u periodu laktacije u kojem prinos mlijeka raste, odnosno do dos-
tizanja maksimalnog prinosa mlijeka. Prisutno podcjenjivanje ipak je manje u modifikaciji
Woodovog modela. To nije slucˇaj sa MilkBot i Wilminkovim laktacijskim modelom. Nakon
toga slijedi period u kojem Woodov laktacijski model precjenjuje stvarne prinose mlijeka,
dok su ostala tri modela dobro uskladena sa stvarnim prinosima mlijeka. Na kraju samog
laktacijskog ciklusa imamo obratnu situaciju. Najmanje odstupanje od stvarnih prinosa mli-
jeka pokazuje Woodov model, dok ih ostala tri modela pocˇinju precjenjivati. Pogledamo
li modelima prediktirane vrijednosti, vidimo da odstupanja postaju sve vec´a, posebno u
Wilminkovom i MilkBot laktacijskom modelu te modifikaciji Woodovog modela. Od ta tri
modela najmanja odstupanja ipak pokazuje Wilminkov model. Iako su odstupanja prisutna
i u Woodovom modelu vidimo da ona nisu izrazˇena kao u ostala tri.
Napravimo sada usporedbu teorijskih maksimalnih prinosa mlijeka, trenutaka u kojima se
oni dostizˇu i teorijskih ukupnih prinosa mlijeka tijekom 275 i 305 dana laktacije i odstupanja
od stvarnih vrijednosti. Odstupanja c´emo navesti u zagradama pri cˇemu c´e negativna razlika
oznacˇavati podcjenjivanje, a pozitivna precjenjivanje stvarnih vrijednosti.
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model Ymax PT M275 M305
(lb) (lb) (lb)
stvarne vrijednosti 109.33 58 25409.94 27452.89
Wood 105.85 59.72 25345.23 27425.07
(-3.48) (1.72) (-64.71) (-27.82)
modifikacija Woodovog modela 107.63 52.44 25348.11 27555.59
(-1.7) (5.56) (-61.83) (102.7)
Wilmink 108.19 40.02 25347.38 27507.87
(-1.14) (-17.98) (-62.56) (54.98)
MilkBot 108.78 40.81 25346.85 27553.54
(-0.55) (-17.19) (-63.09) (100.65)
Tablica 18: Tablica vrijednosti Ymax, PT , M275 i M305 odredenih Woodovim laktacijskim mo-
delom i njegovom modifikacijom, Wilminkovim i MilkBot laktacijskim modelom i odstupanja
od stvarnih vrijednosti za prinos mlijeka u drugoj laktaciji.
Kao i kod laktacijskih modela za modeliranje prinosa mlijeka u prvoj laktaciji niti u drugoj
laktaciji ne uocˇavamo znacˇajnija odstupanja teorijskih od stvarnog maksimalno prinosa mli-
jeka. Ipak najvec´e odstupanje pokazuje Woodov laktacijski model i ono iznosi 3.48lb, dok
najmanje odstupanje pokazuje MilkBot laktacijski model i ono iznosi samo 0.55lb. Kao i u
prvoj laktaciji trenutak dostizanja stvarnog maksimalnog prinosa mlijeka, Woodov model i
njegova modifikacija precjenjuju, a MilkBot i Wilminkov model precjenjuju. Najvec´e odstu-
panje pokazuje Wilminkov model koje iznosi nesˇto manje od osmanaest dana, dok najmanje
odstupanje pokazuje Woodov model i ono iznosi manje od dva dana. Podcjenjivanje stvarnog
ukupnog prinosa mlijeka tijekom 275 dana laktacije prisutno je u svim modelima. Najmanje
je u modifikaciji Woodovog modela, a najvec´e u MilkBot modelu. Za razliku od prinosa mli-
jeka u prvoj laktaciji stvarni ukupni prinos mlijeka tijekom 305 dana laktacije podcjenjuje
samo Woodov model i to odstupanje je ujedno i najmanje, a iznosi svega 27.82lb. Najvec´e
odstupanje, odnosno precjenjivanje prisutno je u modificiranom Woodovom modelu i ono
iznosi 102.7lb. Najmanje precjenjivanje pokazuje Wilminkov model, dok je precjenjivanje
MilkBot modela na razini modificiranog Woodovog modela.
Sljedec´a tablica prikazuje vrijednosti odredenih mjera kvalitete modela.
model R2adj RSD AIC BIC
Wood 0.944 2.665 1324.453 1338.92
modifikacija Woodovog modela 0.9776 1.683 1071.7 1086.167
Wilmink 0.9885 1.206 889.37 907.453
MilkBot 0.9871 1.278 921.367 939.451
Tablica 19: Korigirani R2 (R2adj), standardna gresˇka reziduala (RSD), Akaike informacijski
kriterij (AIC) i Bayesov informacijski kriterij (BIC) Wodovog laktacijskog modela i njegove
modifikacije te Wilminkovog i MilkBot laktacijskog modela za modeliranje dnevnog prinosa
mlijeka u drugoj laktaciji.
Usporedimo li vrijednosti mjera kvalitete modela u drugoj laktaciji s vrijednostima u prvoj
laktaciji mozˇemo vidjeti da su one losˇije, osim korigiranog R2. Uocˇavamo da su njegove
vrijednosti Woodovog laktacijskog modela i njegove modifikacije manje u odnosu na vrijed-
nosti iz prve laktacije, dok su vrijednosti Wilminkovog i MilkBot laktacijskog modela vec´e.
Nadalje, u odnosu na prvu laktaciju ocˇituje se povec´anje standardne gresˇke reziduala te
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Akaike i Bayesovog informacijskog kriterija. Pogledamo li vrijednosti korigiranog R2 svih
modela vidimo da su one i dalje na vrlo visokoj razini sˇto je dosta dobro. Razlike uocˇavamo
tek na drugom decimalnom mjestu. Najlosˇiji model prema ovom kriteriju je, kao i u prvoj
laktaciji, Woodov laktacijski model. Korigirani R2 Woodovog laktacijskog modela iznosi
0.944. Pogledamo li i ostale kriterije mozˇemo vidjeti da je i prema njima Woodov laktacijski
model najlosˇiji. Ima najvec´u standardnu gresˇku reziduala koja iznosi 2.66 i najvec´e vri-
jednosti Akaike i Bayesovog informacijskog kriterija koje iznose 1324.453, odnosno 1338.92.
Najmanju vrijednost standardne gresˇke reziduala ima Wilminkov laktacijski model i ona
iznosi 1.206. Isto tako i vrijednosti Akaike i Bayesovog informacijskog kriterija najmanje su
za Wilminkov laktacijski model i iznose 889.373, odnosno 907.453. Prema tome, najbolji
model za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u drugoj laktaciji je, kao i u prvoj laktaciji,
Wilminkov laktacijski model. No, moramo biti svjesni cˇinjenice da vrijednosti prediktirane
Wilminkovim laktacijskim modelom dosta odstupaju od stvarnih vrijednosti sˇto se odrazilo
i u povec´anju teorijskog ukupnog prinosa mlijeka tijekom 305 dana laktacije.
Sˇto se ticˇe usporedbe Woodovog laktacijskog modela i njegove modifikacije vidimo da je
prema mjerama kvalitete modela, Woodov laktacijski model losˇiji od njegove modifikacije.
Ali, isto kao i kod Wilminkovog laktacijskog modela, vrijednosti prediktirane modificiranim
Woodovim laktacijskim modelom odstupaju znatno viˇse od vrijednosti prediktiranih Wo-
odovim laktacijskim modelom sˇto se moglo uocˇiti i na graficˇkim prikazima te u povec´anju
teorijskog ukupnog prinosa mlijeka tijekom 305 dana laktacije.
5.3 Prinos mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji
Analogno kao i u prethodna dva potpoglavlja pogledajmo prvo graficˇke prikaze laktacijskih
krivulja dobivene laktacijskim modelima opisanim u prethodnom poglavlju.
Slika 17: Laktacijske krivulje dobivene Woodovim laktacijskim modelom i njegovom modi-
fikacijom te Wilminkovim i MilkBot laktacijskim modelom za modeliranje dnevnog prinosa
mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji i stvarni dnevni prinosi mlijeka.
Na sljedec´oj slici mozˇemo vidjeti dijelove laktacijskih krivulja, odnosno laktacijske krivulje
od 1. do 150. dana u laktaciji te od 150. do 305. dana u laktaciji.
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Slika 18: Laktacijske krivulje dobivene Woodovim laktacijskim modelom i njegovom modi-
fikacijom te Wilminkovim i MilkBot laktacijskim modelom za modeliranje dnevnog prinosa
mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji i stvarni dnevni prinosi mlijeka.
Nasluc´ujemo da bi razlike u modelima mogle postojati. Kao i u drugoj laktaciji vidimo da
Wilminkov i MilkBot laktacijski model bolje opisuju stvarne prinose mlijeka u pocˇetnom
i srednjem periodu laktacije. Na kraju laktacije, odnosno od 260. dana laktacije ta dva
modela pocˇinju precjenjivati stvarne prinose mlijeka. Isto tako, uocˇavamo da vrijednosti
prediktirane tim modelima dosta odstupaju od stvarnih prinosa mlijeka, precjenjuju ih.
Precjenjivanje je vec´e kod MilkBot modela. Modificirani Woodov model ponasˇa se nesˇto
losˇije od ta dva modela. U pocˇetnom periodu laktacije vidljivo je da podcjenjuje stvarne
prinose mlijeka, nakon cˇega ih vec´im dijelom pocˇinje precjenjivati u periodu od 50. do
100. dana laktacije. Nakon toga opet slijedi period podcjenjivanja, da bi u 260. danu
laktacije precjenjivanja pocˇela znacˇajnije odstupati, kao sˇto je slucˇaj i s MilkBot modelom.
Woodov model se pokazuje kao najbolji na kraju laktacije. Vidimo da su odstupanja od
stvarnih vrijednosti najmanja te da vrijednosti prediktirane Woodovim modelom najmanje
odstupaju od stvarnih vrijednosti. Problem kod Woodovog modela je u tome sˇto u svojoj
definiciji ne sadrzˇi parametar koji je povezan s razmjerom laktacije ili s trenutkom dostizanja
teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka. Koliko je on znacˇajan mogli smo vidjeti na graficˇkim
prikazima laktacijske krivulje i u drugoj, ali i u ovoj grupi. Naime, od svih modela opisanih u
prethodnom poglavlju Woodov laktacijski model se najlosˇije ponasˇa u periodu do dostizanja
maksimalnog prinosa mlijeka. Vidimo da u tom periodu do 75. dana laktacijska krivulja
puno viˇse odstupa od stvarnih vrijednosti za razliku od ostalih modela. Nakon toga slijedi
period precjenjivanja stvarnih vrijednosti. Modifikacijom je to eliminirano, no modifikacija
Woodovog modela, kao sˇto smo i rekli, puno viˇse precjenjuje stvarne prinose mlijeka na kraju
laktacijskog ciklusa.
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Pogledajmo sada postoje li znacˇajnije razlike u teorijskim maksimalnim prinosima, tre-
nucima u kojima se oni dostizˇu te teorijskim ukupnim prinosima mlijeka tijekom 275 i 305
dana laktacije. Odstupanja od stvarnih vrijednosti navesti c´emo u zagradama pri cˇemu c´e
podcjenjivanje predstavljati negativna razlika, a precjenjivanje pozitivna razlika.
model Ymax PT M275 M305
(lb) (lb) (lb)
stvarne vrijednosti 122.27 55 28185.62 30343.94
Wood 119.5 61.1 28119.06 30334.1
(-2.77) (6.1) (-66.56) (-9.84)
modifikacija Woodovog modela 121.42 54.37 28122.62 30493.37
(-0.85) (-0.63) (-63) (149.43)
Wilmink 121.99 43.62 28118.8 30418.71
(-0.28) (-11.38) (-66.7) (74.77)
MilkBot 122.7 44.77 28118.8 30485
(0.43) (-10.23) (-66.82) (141.06)
Tablica 20: Tablica vrijednosti Ymax, PT , M275 i M305 odredenih Woodovim laktacijskim
modelom i njegovom modifikacijom te Wilminkovim i MilkBot laktacijskim modelom i od-
stupanja od stvarnih vrijednosti za prinos mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Vidimo da svi laktacijski modeli imaju vrlo niska odstupanja teorijskog od stvarnog maksi-
malno prinosa mlijeka osim Woodovog modela. Woodov model podcjenjuje stvarni maksi-
malni prinos mlijeka za 2.77lb. Njegova modifikacija i Wilminkov laktacijski model podcje-
njuju ga za manje od 1lb. Jedino u MilkBot laktacijskom modelu uocˇavamo precjenjivanje
stvarnog maksimalnog prinosa mlijeka koje iznosi 0.43lb. Slicˇna situacija je i sa trenut-
kom dostizanja teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka. Jedini model u kojem je prisutno
precjenjivanje je Woodov laktacijski model, dok ga ostala tri modela podcjenjuju. Vidimo
da je najmanje podcjenjivanje prisutno u modificiranom Woodovom modelu, dok su pod-
cjenjivanja Wilminkovim i MilkBot laktacijskim modelom na istoj razini, nesˇto viˇse od 10
dana. Teorijski ukupni prinos mlijeka tijekom 275 dana laktacije podcjenjuju svi modeli.
Podcjenjivanja se krec´u u rasponu od 63lb do 66lb. Najmanje podcjenjivanje prisutno je u
modificiranom Woodovom laktacijskom modelu, dok je najvec´e u MilkBot modelu. Zbog ve-
likih odstupanja modelima prediktiranih vrijednosti, iskljucˇujuc´i Woodov, javljaju se velika
precjenjivanja stvarnog ukupnog prinosa mlijeka tijekom 305 dana laktacije. Dosta velika
odstupanja pokazuju modificirani Woodov model i MilkBot model koja iznose 149.43lb, od-
nosno 141.06lb. Najmanje odstupanje prisutno je u Woodovom modelu koji ga podcjenjuje
za 9.84lb.
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Izracˇunajmo sada mjere kvalitete modela i usporedimo ih.
model R2adj RSD AIC BIC
Wood 0.9673 2.537 1297.476 1311.943
modifikacija Woodovog modela 0.9876 1.562 1030.566 1045.033
Wilmink 0.9912 1.325 940.8615 958.945
MilkBot 0.9869 1.607 1047.381 1065.465
Tablica 21: Korigirani R2 (R2adj), standardna gresˇka reziduala (RSD), Akaike informacijski
kriterij (AIC) i Bayesov informacijski kriterij (BIC) Wodovog laktacijskog modela i njegove
modifikacije te Wimlinkovog i MilkBot laktacijskog modela za modeliranje dnevnog prinosa
mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Vrijednosti korigiranog R2 su i u ovoj grupi na visokoj razini. Razlike se uocˇavaju tek na
drugom decimalnom mjestu. Najmanju vrijednost ima Woodov laktacijski model koja iznosi
0.9673, a najvec´u Wilminkov koja iznosi 0.9912. I prema svim ostalim pokazateljima najbolji
model za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji je Wilminkov, buduc´i
da ima najmanju standardnu gresˇku reziduala i najmanje vrijednosti Akaike i Bayesovog
informacijskog kriterija. Najlosˇiji je i u ovoj grupi Woodov model. Njegova modifikacija
ima nesˇto bolje vrijednosti mjera kvalitete modela, no kao sˇto smo vidjeli u prethodnoj
analizi vrijednosti prediktirane ovim modelom dosta precjenjuju stvarne prinose mlijeka sˇto
se posebno ocˇituje u velikom odstupanju teorijskog od stvarnog ukupnog prinosa mlijeka
tijekom 305 dana laktacije.
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6 Kombinacija Woodovog i MilkBot laktacijskog mo-
dela
Cilj ovog poglavlja izgraditi je novi model kao kombinacju Woodovog i MilkBot laktacijskog
modela. Ideja je prikazati laktacijske krivulje Woodovog i MilkBot laktacijskog modela,
pronac´i njihova sjeciˇsta te u pocˇetnom dijelu laktacije iskoristiti MilkBot laktacijski model,
a na kraju laktacije Woodov laktacijski model. Taj nacˇin podjele napraviti c´emo jer smo
u prosˇlom poglavlju kod usporedbe laktacijskih modela vidjeli da se MilkBot model bolje
ponasˇa u pocˇetnom i srednjem periodu laktacije, a Woodov u zadnjem periodu laktacije.
Za svaki od modela radit c´emo novu procjenu parametara na temelju podataka o stvarnim
prinosima mlijeka iz segmenta za koji c´emo iskoristiti modele.
Na osnovu analize u prethodnom poglavlju dosˇli smo do zakljucˇka da je najbolji lakta-
cijski model za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka Wilminkov laktacijski model, dok je
najlosˇiji Woodov laktacijski model. Iako se Wilminkov model pokazao kao najbolji u sve tri
grupe odabrali smo MilkBot model iz razloga sˇto se znacˇajnije razlike izmedu ta dva modela
u pocˇetnom i srednjem periodu laktacije ne uocˇavaju i to nam je vazˇno. Na kraju lakta-
cije iskoristiti c´emo Woodov model. Cilj izgradnje novog modela smanjiti je podcjenjivanje
stvarnih prinosa mlijeka koje je prisutno u Woodovom modelu u periodu do postizanja mak-
simalnog prinosa mlijeka i precjenjivanje odmah nakon dostizanja teorijskog maksimalnog
prinosa mlijeka te smanjiti precjenjivanje stvarnih prinosa mlijeka na kraju laktacije prisutno
u MilkBot modelu sˇto je posebno vidljivo kod prediktiranih vrijednosti.
Prisjetimo li se definicije Woodovog modela i interpretacije parametara, parametar b
opisivao je, odnosno kontrolirao rastuc´i dio laktacijske krivulje. Kako c´emo Woodov model
koristiti samo za padajuc´i dio laktacijske krivulje fiksirat c´emo vrijednost parametra b na
nulu pa c´emo prilikom procjene parametara Woodovog modela procjenjivati samo parametre
a i c. Kod MilkBot laktacijskog modela procjenjivat c´emo sve parametre buduc´i da c´emo ga
koristiti nad podacima koji ukljucˇuju i padajuc´i i rastuc´i dio laktacijske krivulje.
Prinos mlijeka u tako opisanom modelu, koji je kombinacija Woodovog i MilkBot modela,
definiramo izrazom:
Yt = a1
1− exp
(
c1 − t
b1
)
2
 · e−d1t · I[1,T ] + a2e−c2t · I<T,305], (23)
gdje T predstavlja posljednji trenutak laktacije u kojem Woodov i MilkBot model primaju
jednake vrijednosti.
Interpretacija parametara modela (23) analogna je interpretacijama parametara Woodovog
i MilkBot laktacijskog modela. Nadalje, teorijski maksimalni prinos mlijeka i trenutak u
kojem se on dostizˇe modela (23) izracˇunavaju se prema formulama (17) i (18) definiranim
kod MilkBot laktacijskog modela.
6.1 Prinos mlijeka u prvoj laktaciji
Prikazˇimo prvo laktacijske krivulje Woodovog i MilkBot laktacijskog modela izgradene nad
275 podataka o stvarnim prinosima mlijeka.
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Slika 19: Laktacijske krivulje dobivene Woodovim i MilkBot laktacijskim modelom i stvarni
dnevni prinosi mlijeka.
Vidimo da se laktacijske krivulje dobivene Woodovim i MilkBot laktacijskim modelom
sijeku u cˇetiri tocˇke. Trenuci laktacije u kojima modeli primaju istu vrijednost su: 1.96,
21.25, 91.09 i 220.28. Vrijednost u prvom trenutku iznosi 41.007lb, u drugom trenutku
iznosi 68.864lb, u trec´em 83.613lb, a u cˇetvrtom 78.305lb. Sa Slike 19 vidimo da laktacijska
krivulja dobivena MilkBot modelom bolje opisuje stvarne prinose mlijeka do zadnjeg sjeciˇsta,
odnosno do trenutka 220.28, nakon cˇega stvarne prinose mlijeka bolje opisuje Woodov model,
sˇto je posebno vidljivo kod prediktiranih vrijednosti. U sljedec´oj tablici navesti c´emo sume
kvadrata reziduala od 1. do 220. dana i od 220. dana do 275. dana te sume kvadrata
gresˇaka predikcija kako bismo vidjeli jesu li slutnje tocˇne. Gresˇke predikcije u ovom kontekstu
predstavljat c´e razliku izmedu stvarnih i modelom prediktiranih vrijednosti od 276. do 305.
dana.
model suma kvadrata reziduala suma kvadrata reziduala suma kvadrata gresˇaka predikcije
(od 1. do 220. dana) (od 221. do 275. dana) (od 276. do 305. dana)
Wood 385.92 94.62 27.72
MilkBot 230.94 28.22 372.4
Tablica 22: Sume kvadrata reziduala od 1. do 221. dana i od 220. do 275. dana te sume
kvadrata gresˇaka predikcija Woodovog i MilkBot laktacijskog modela za prinos mlijeka u
prvoj laktaciji.
Vidimo da je suma kvadrata reziduala MilkBot modela manja u oba slucˇaja, no uocˇavamo
da je suma kvadrata gresˇaka predikcija dosta vec´a u odnosu na Woodov model. Stoga c´emo
izgraditi novi model kao kombinaciju Woodovog i MilkBot laktacijskog modela. Model c´emo
izgraditi tako da c´emo MilkBot laktacijski model koristiti do zadnjeg sjeciˇsta, a nakon zadnjeg
sjeciˇsta koristiti c´emo Woodov laktacijski model. Napravimo sada procjenu parametara tako
definiranog laktacijskog modela.
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Procijenjene vrijednosti parametara navedene su u sljedec´oj tablici.
model parametar procjena standardna gresˇka
MilkBot a1 88.36078 0.36064
b1 20.62953 0.45392
c1 3.42882 0.16733
d1 0.000539 0.000026
Wood a2 96.23561 1.458406
c2 0.000896 0.000066
Tablica 23: Procijenjenje vrijednosti parametara i pripadne standardne gresˇke MilkBot lak-
tacijskog modela na temelju stvarnih prinosa mlijeka u prvoj laktaciji od 1. do 220. dana i
Woodovog laktacijskog modela na temelju stvarnih prinosa mlijeka u prvoj laktaciji od 221.
do 275. dana.
Novi model za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u prvoj laktaciji definiran je izrazom
Yt = 88.36078 ·
1− exp
(
3.42882− t
20.62953
)
2
 · e−0.000539·t · I[1,220.28] + 96.23561 · e−0.000896·t · I<220.28,305]
Prikazˇimo sada graficˇki laktacijsku krivulju dobivenu novim modelom i usporedbu s Wo-
odovim i MilkBot laktacijskim modelom.
Slika 20: Laktacijska krivulja dobivena novim modelom i usporedba s Woodovim i MilkBot
laktacijskim modelom za prinos mlijeka u prvoj laktaciji.
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Uocˇavamo da je laktacijska krivulja dobivena novim modelom bolje uskladena sa stvar-
nim prinosima mlijeka u odnosu na laktacijske krivulje dobivene samo Woodovim ili samo
MilkBot laktacijskim modelom. Vidimo da smo kombinacijom ovih dvaju modela rijesˇili
podcjenjivanje stvarnih prinosa mlijeka u pocˇetnom i precjenjivanje stvarnih prinosa mlijeka
u srednjem periodu laktacije prisutno u Woodovom laktacijskom modelu te precjenjivanje
stvarnih prinosa mlijeka prisutno u MilkBot modelu na samom kraju laktacije sˇto je i bio
cilj. Isto tako uocˇavamo da vrijednosti prediktirane novim modelom manje odstupaju od
stvarnih prinosa mlijeka u odnosu na MilkBot laktacijski model, no ipak viˇse odstupaju
od vrijednosti prediktiranih Woodovim laktacijskim modelom. Razlike izmedu laktacijskih
krivulja bit c´e vidljivije u drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Pogledajmo vrijednosti teorijskog maksimalnog prinosa mlijeka, trenutka u kojem se on
dostizˇe i teorijskog ukupnog prinosa mlijeka tijekom 275 i 305 dana laktacije i odstupanja
od stvarnih vrijednosti te ih usporedimo s vrijednostima Woodovog i MilkBot laktacijskg
modela.
model Ymax PT M275 M305
(lb) (lb) (lb)
stvarne vrijednosti 86.28 97 21525.86 23685.5
Wood 83.97 111.12 21474.47 23637.09
(-2.31) (14.12) (-51.39) (-48.41)
MilkBot 83.69 82.21 21468.75 23726.23
(-2.59) (-14.795) (-57.11) (41.34)
novi model 83.6 82.18 21469.27 23695.24
(-2.68) (-14.82) (-56.59) (9.74)
Tablica 24: Tablica vrijednosti Ymax, PT , M275 i M305 odredenih Woodovim, MilkBot i
novim laktacijskim modelom i odstupanja od stvarnih vrijednosti za prinos mlijeka u prvoj
laktaciji.
U odnosu na Woodov i MilkBot laktacijski model, novi model pokazuje najvec´e odstupanje
teorijskog od stvarnog maksimalnog prinosa mlijeka. Isto vrijedi i za trenutak u kojima se oni
dostizˇu. Mozˇemo vidjeti da su ta odstupanja na razini odstupanja MilkBot modela, a to se
dogada iz razloga sˇto smo MilkBot model koristili na segmentu podataka do zadnjeg sjeciˇsta.
Vidimo da je odstupanje teorijskog od stvarnog ukupnog prinosa mlijeka tijekom 275 dana
laktacije u novom modelu nesˇto manje od odstupanja u MilkBot modelu, ali je isto tako vec´e
od odstupanja u Woodovom modelu. Kada ukljucˇimo u analizu i zadnjih trideset podataka
koje nismo iskoristili prilikom procjene parametara situacija se dosta mijenja. U ovom slucˇaju
novi model i MilkBot model precjenjuju, dok Woodov model podcjenjuje stvarni ukupni
prinos mlijeka tijekom 305 dana laktacije. Novi model precjenjuje ga za samo 9.74lb sˇto je
ujedno i najmanje odstupanje usporedimo li ga s Woodovim i MilkBot modelom.
Odredimo vrijednosti korigiranog R2 i standardne gresˇke reziduala novog modela te ih
usporedimo s vrijednostima dobivenim za Woodov i MilkBot model.
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model R2adj RSD
Wood 0.9683 1.329
MilkBot 0.9828 0.978
novi model 0.9834 0.962
Tablica 25: Korigirani R2 (R2adj) i standardna gresˇka reziduala (RSD) Woodovog, MilkBot
i novog laktacijskog modela za modeliranje prinosa mlijeka u prvoj laktaciji.
Iz Tablice 25 vidimo da je vrijednost korigiranog R2 novog modela vrlo visoka i iznosi 0.9834
te da je vrijednost standardne gresˇke reziduala na niskoj razini i iznosi 0.962. U odnosu na
Woodov i MilkBot model vidimo da novi model ima vec´u vrijednost korigiranog R2 i manju
vrijednost standardne gresˇke reziduala. Prema tome, kombinacija Woodovog i MilkBot
modela bolja je za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u prvoj laktaciji od samo Woodovog
ili samo MilkBot modela.
U prethodnom poglavlju Wilminkov model pokazao se najboljim za modeliranje dnevnog
prinosa mlijeka u prvoj laktaciji. Usporedimo li sada vrijednosti korigiranog R2 i standardne
gresˇke reziduala Wilminkovog modela s vrijednostima novog modela, vidimo da novi model
ima vec´u vrijednost korigiranog R2, ali i vec´u vrijednost standardne gresˇke reziduala.
6.2 Prinos mlijeka u drugoj laktaciji
Kao i u prethodnom potpoglavlju prikazˇimo prvo laktacijske krivulje dobivene Woodovim i
MilkBot laktacijskim modelom za prinos mlijeka u drugoj laktaciji.
Slika 21: Laktacijske krivulje dobivene Woodovim i MilkBot laktacijskim modelom i stvarni
dnevni prinosi mlijeka u drugoj laktaciji.
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Laktacijske krivulje imaju tri sjeciˇsta. Trenuci u kojima modeli imaju jednake vrijednosti
su: 12.33, 69.33 i 206.66. Vrijednost modela u prvom trenutku iznosi 91.484lb, u drugom
105.623lb, a u trec´em 84.376lb.
Usporedimo prvo sume kvadrata reziduala Woodovog i MilkBot modela od 1. do 206.
dana i od 207. do 275 dana te sume kvadrata gresˇaka predikcija.
model suma kvadrata reziduala suma kvadrata reziduala suma kvadrata gresˇaka predikcije
(od 1. do 206. dana) (od 207. do 275. dana) (od 276. do 305. dana)
Wood 1733.07 198.32 90.38
MilkBot 332.83 109.9 960.86
Tablica 26: Sume kvadrata reziduala od 1. do 206. dana i od 207. do 275. dana te sume
kvadrata gresˇaka predikcija Woodovog i MilkBot laktacijskog modela za prinos mlijeka u
drugoj laktaciji.
Suma kvadrata reziduala MilkBot laktacijskog modela manja je u oba slucˇaja, no uocˇavamo
da je suma kvadrata gresˇaka predikcija znatno vec´a u odnosu na Woodov model. Pristup
izgradnje modela analogan je kao u prvoj laktaciji. Prvo je potrebno napraviti procjenu
parametara za novi model. Procijenjene vrijednosti navedene su u sljedec´oj tablici.
model parametar procjena standardna gresˇka
MilkBot a1 117.62254 0.3275
b1 11.33083 0.24149
c1 2.2062 0.10779
d1 0.00157 0.000022
Wood a2 136.67987 2.03179
c2 0.0025 0.000062
Tablica 27: Procijenjenje vrijednosti parametara i pripadne standardne gresˇke MilkBot lak-
tacijskog modela na temelju stvarnih prinosa mlijeka u drugoj laktaciji od 1. do 220. dana
i Woodovog laktacijskog modela na temelju stvarnih prinosa mlijeka u drugoj laktaciji od
221. do 275. dana.
Na osnovu procijenjenih vrijednosti parametara novi model za modeliranje dnevnog prinosa
mlijeka u drugoj laktaciji definiran je izrazom
Yt = 117.622254 ·
1− exp
(
2.2062− t
11.33083
)
2
 · e−0.00157·t · I[1,206.66] + 136.67987 · e−0.0025·t · I<206.66,305]
Graficˇki prikaz laktacijske krivulje dobivene novim modelom i usporedbu s Woodovim i
MilkBot laktacijskim modelom mozˇemo vidjeti na Slici 22.
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Slika 22: Laktacijska krivulja dobivena novim modelom i usporedba s Woodovim i MilkBot
laktacijskim modelom za prinos mlijeka u drugoj laktaciji.
Laktacijska krivulja dobivena novim modelom koji je kombinacija Woodovog i Milkbot mo-
dela dobro je uskladena sa stvarnim prinosima mlijeka. Uocˇavamo da nemamo niti znacˇajnija
podcjenjivanja niti znacˇajnija precjenjivanja stvarnih prinosa mlijeka. Isto tako, vrijednosti
prediktirane novim modelom ne odstupaju znacˇajnije od stvarnih prinosa mlijeka. Pogle-
damo li usporedbu s Woodovim i MilkBot modelom vidimo da je novi model ispunio ciljeve,
odnosno ocˇekivanja. Viˇse nije prisutno podcjenjivanje stvarnog prinosa mlijeka u rastuc´em
dijelu laktacijske krivulje, niti precjenjivanje odmah nakon dostizanja teorijskog maksimal-
nog prinosa mlijeka, sˇto je bio slucˇaj kod Woodovog modela. Precjenjivanje stvarnog prinosa
mlijeka na kraju laktacije prisutno u MilkBot modelu u novom modelu je takoder prisutno,
no vidimo da je dosta manje. Vrijednosti prediktirane modelima precjenjuju stvarne prinose
mlijeka u sva tri slucˇaja. Ono je najizrazˇenije u MilkBot modelu stoga je cilj novog modela
bio smanjiti precjenjivanje MilkBot modela, tako da na kraju laktacije dnevni prinos mlijeka
modeliramo Woodovim modelom. Rezultat je novi model koji precjenjuje stvarne prinose
mlijeka dosta manje u odnosu na MilkBot model, no ipak nesˇto viˇse od Woodovog modela.
Pogledajmo sada sˇto se dogada s teorijskim maksimalnim prinosom mlijeka i trenutkom u
kojem se on dostizˇe te teorijskim ukupnim prinosom mlijeka tijekom 275 i 305 dana laktacije
u odnosu na stvarne vrijednosti i usporedimo ih s vrijednostima Woodovog i MilkBot modela.
Novi laktacijski model temeljen na Woodovom i MilkBot laktacijskom modelu 45
model Ymax PT M275 M305
(lb) (lb) (lb)
stvarne vrijednosti 109.33 58 25409.94 27452.89
MilkBot 108.78 40.81 25346.85 27553.54
(-0.55) (-17.19) (-63.09) (100.65)
Wood 105.85 59.72 25345.23 27425.07
(-3.48) (1.72) (-64.71) (-27.82)
novi model 108.49 40.188 25346.75 27482.45
(-0.84) (-17.812) (-63.19) (29.56)
Tablica 28: Tablica vrijednosti Ymax, PT , M275 i M305 odredenih Woodovim, MilkBot i
novim laktacijskim modelom i odstupanja od stvarnih vrijednosti za prinos mlijeka u drugoj
laktaciji.
Novi model podcjenjuje stvarni maksimalni prinos mlijeka za 0.84lb. Isto tako podcjenjuje
i trenutak njegovog dostizanja. Novi model procjenjuje da se on dostizˇe u trenutku 40.188,
dok se on stvarno dostizˇe u 58. danu od dana teljenja. Isto tako prisutno je i podcjenji-
vanje stvarnog ukupnog prinosa mlijeka tijekom 275 dana laktacije, no kada gledamo 305
dana laktacije prisutno je precjenjivanje sˇto je rezultat precjenjivanja prilikom predikcije. U
odnosu na Woodov i MilkBot model vidimo da se vrijednosti vec´inom krec´u na istim razi-
nama kao i kod MilkBot modela, a to proizlazi iz cˇinjenice sˇto nam u novom modelu upravo
MilkBot model definira teorijski maksimalni prinos mlijeka i trenutak u kojem se on dostizˇe.
Znacˇajniju razliku u odnosu na MilkBot model uocˇavamo u teorijskom ukupnom prinosu
mlijeka tijekom 305 dana laktacije. Uocˇavamo da smo koriˇstenjem Woodovog modela na
kraju laktacije znacˇajno smanjili precjenjivanje stvarnog ukupnog prinosa mlijeka i to za
71.09lb.
Odredimo vrijednosti korigiranog R2 i standardne gresˇke reziduala novog modela te ih
usporedimo s vrijednostima dobivenim za Woodov i MilkBot model.
model R2adj RSD
Wood 0.944 2.665
MilkBot 0.9871 1.278
novi model 0.9895 1.155
Tablica 29: Korigirani R2 (R2adj) i standardna gresˇka reziduala (RSD) Woodovog, MilkBot
i novog laktacijskog modela za modeliranje prinosa mlijeka u drugoj laktaciji.
Iz Tablice 29 vidimo da je vrijednost korigiranog R2 novog modela vrlo visoka i iznosi 0.9895
te da je vrijednost standardne gresˇke reziduala na niskoj razini i iznosi 1.155. U odnosu na
Woodov i MilkBot model vidimo da novi model ima vec´u vrijednost korigiranog R2 i manju
vrijednost standardne gresˇke reziduala. Prema tome, kombinacija Woodovog i MilkBot
modela bolja je za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u drugoj laktaciji od samo Woodovog
ili samo MilkBot modela.
U odnosu na Wilminkov model, koji nam se u prethodnom poglavlju pokazao kao najbolji
model za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u drugoj laktaciji, novi model ima vec´u vri-
jednost korigiranog R2 i manju vrijednost standardne gresˇke reziduala. To znacˇi da je novi
model bolji za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u drugoj laktaciji i od Wilminkovog
modela.
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6.3 Prinos mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji
Graficˇki prikaz laktacijskih krivulja dobivenih Wodovim i MilkBot laktacijski modelom za
prinos mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji mozˇemo vidjeti na Slici 23.
Slika 23: Laktacijske krivulje dobivene Woodovim i MilkBot laktacijskim modelom i stvarni
dnevni prinosi mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Laktacijske krivulje dobivene Woodovim i MilkBot laktacijskim modelom imaju tri sjeciˇsta.
Trenuci u kojima modeli primaju iste vrijednosti su: 13.89, 72.29 i 207.07. Vrijednost
modela u prvom trenutku iznosi 102.243lb, u drugom 119.102lb, a u trec´em 92.404lb. S
graficˇkih prikaza odmah je vidljivo da MilkBot laktacijski model puno bolje opisuje prinose
mlijeka do trec´eg sjeciˇsta i malo nakon trec´eg sjeciˇsta, nakon cˇega ih bolje opisuje Woodov
model. Razlike su posebno vidljive kod modelima prediktiranih vrijednosti. U tom slucˇaju
vrijednosti prediktirane MilkBot modelom viˇse odstupaju od stvarnih prinosa mlijeka.
Napravimo usporedbu suma kvadrata reziduala oba modela od 1. do 207. dana i od 208.
do 275. dana te sume kvadrata gresˇaka predikcija.
model suma kvadrata reziduala suma kvadrata reziduala suma kvadrata gresˇaka predikcije
(od 1. do 207. dana) (od 208. do 275. dana) (od 276. do 305. dana)
Wood 1553.19 197.73 126.17
MilkBot 510.14 189.94 1476.82
Tablica 30: Sume kvadrata reziduala od 1. do 206. dana i od 207. do 275. dana te sume
kvadrata gresˇaka predikcija Woodovog i MilkBot laktacijskog modela za prinos mlijeka u
trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Suma kvadrata reziduala MilkBot laktacijskog modela i dalje je manja u oba slucˇaja, no
isto tako suma kvadrata gresˇaka predikcija je vrlo visoka u odnosu na Woodov model. Za-
kljucˇujemo da MilkBot model bolje opisuje stvarne prinose mlijeka, no ipak vrijednosti pre-
diktirane modelom dosta odstupaju od stvarnih vrijednosti. Stoga nastavljamo s izradom
modela kao u prethodne dvije grupe. MilkBot model koristimo do zadnjeg sjeciˇsta, a od
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zadnjeg sjeciˇsta koristiti c´emo Woodov model. Procijenimo parametre tako definirane kom-
binacije Woodovog i MilkBot laktacijskog modela.
model parametar procjena standardna gresˇka
MilkBot a1 134.91403 0.42278
b1 12.99814 0.26627
c1 3.13863 0.10877
d1 0.00176 0.000024
Wood a2 167.88602 1.97005
c2 0.00277 0.000049
Tablica 31: Procijenjenje vrijednosti parametara i pripadne standardne gresˇke MilkBot lak-
tacijskog modela na temelju stvarnih prinosa mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji od 1. do 207.
dana i Woodovog laktacijskog modela na temelju stvarnih prinosa mlijeka u trec´oj ili vec´oj
laktaciji od 208. do 275. dana.
Prema tome novi model definiran je izrazom
Yt = 134.91403 ·
1− exp
(
3.13863− t
12.99814
)
2
 · e−0.00176·t · I[1,207.07] + 167.88602 · e−0.00277·t · I<207.07,305]
Prikazˇimo graficˇki laktacijsku krivulju dobivenu novim modelom te usporedbu s lakta-
cijskim krivuljama dobivenim Woodovim i MilkBot laktacijskim modelom.
Slika 24: Laktacijska krivulja dobivena novim modelom i usporedba s Woodovim i MilkBot
laktacijskim modelom za prinos mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji laktaciji.
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Vidimo da je laktacijska krivulja dobivena kombinacijom Woodovog i MilkBot laktacijskog
modela dobro uskladena sa stvarnim prinosima mlijeka. Znacˇajnija odstupanja od stvar-
nih prinosa mlijeka uocˇavamo tek kod vrijednosti koje smo prediktirali novim modelom.
Pogledamo li usporedbu laktacijske krivulje dobivene novim modelom s laktacijskim krivu-
ljama dobivenim Woodovim i MilkBot laktacijskim modelom vidimo da je model ispunio
ciljeve. Podcjenjivanje stvarnih prinosa mlijeka u rastuc´em dijelu i precjenjivanje odmah
nakon dostizanja maksimalnog prinosa prisutno u Woodovom modelu nije prisutno kod lak-
tacijske krivulje dobivene novim modelom. Isto tako, precjenjivanje stvarnih prinosa mlijeka
na kraju laktacije prisutno kod laktacijske krivulje dobivene MilkBot modelom nije viˇse
toliko izrazˇeno u novom modelu. Vrijednosti prediktirane novim modelom pokazuju vec´a
odstupanja u odnosu na Woodov model, no ona su znatno manja nego kod MilkBot modela.
Sljedec´u usporedbu kombinacije Woodovog i MilkBot laktacijskog modela sa samim Wo-
odovim i MilkBot laktacijskim modelom napraviti c´emo tako da usporedimo vrijednosti te-
orijskog maksimalnog prinosa mlijeka i trenutka u kojem se on dostizˇe te teorijskog ukupnog
prinosa mlijeka tijekom 275 i 305 dana laktacije.
model Ymax PT M275 M305
(lb) (lb) (lb)
stvarne vrijednosti 122.27 55 28185.62 30343.94
MilkBot 122.7 44.77 28118.8 30485
(0.43) (-10.23) (-66.82) (141.06)
Wood 119.5 61.1 28119.06 30334.1
(-2.77) (6.1) (-66.56) (-9.84)
novi model 122.17 43.52 28120 30374.26
(-0.1) (-11.48) (-65.62) (30.32)
Tablica 32: Tablica vrijednosti Ymax, PT , M275 i M305 odredenih Woodovim, MilkBot i
novim laktacijskim modelom i odstupanja od stvarnih vrijednosti za prinos mlijeka u trec´oj
ili vec´oj laktaciji.
Za razliku od MilkBot laktacijskog modela koji precjenjuje stvarni maksimalni prinos mlijeka,
novi model ga podcjenjuje i ujedno je to najmanje odstupanje u odnosu na oba modela, i
Woodov i MilkBot. Ono iznosi svega 0.1lb. Novi model takoder najmanje podcjenjuje
stvarni ukupni prinos mlijeka tijekom 275 dana laktacije. Sˇto se ticˇe stvarnog ukupnog
prinosa mlijeka tijekom 305 dana laktacije prisutno je precjenjivanje koje je znatno manje
od precjenjivanja MilkBot laktacijskog modela. Manje je za 110.74lb. No, novi model ne
pokazuje najmanje odstupanje. Ipak Woodov model bolje procjenjuje stvarni ukupni prinos
mlijeka tijekom 305 dana laktacije.
Sa Slike 24 i iz Tablice 32 mozˇemo naslutiti da je novi model, u odnosu na Woodov i MilkBot
model, bolji za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Odredimo vrijednosti korigiranog R2 i standardne gresˇke reziduala novog modela te ih
usporedimo s vrijednostima dobivenim za Woodov i MilkBot model.
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model R2adj RSD
Wood 0.9673 2.537
MilkBot 0.9869 1.607
novi model 0.9913 1.311
Tablica 33: Korigirani R2 (R2adj) i standardna gresˇka reziduala (RSD) Woodovog, MilkBot
i novog laktacijskog modela za modeliranje prinosa mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Iz Tablice 33 vidimo da je vrijednost korigiranog R2 novog modela vrlo visoka i iznosi 0.9913
te da je vrijednost standardne gresˇke reziduala na niskoj razini i iznosi 1.311. U odnosu na
Woodov i MilkBot model vidimo da novi model ima vec´u vrijednost korigiranog R2 i manju
vrijednost standardne gresˇke reziduala. Prema tome, kombinacija Woodovog i MilkBot
modela bolja je za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji od samo
Woodovog ili samo MilkBot modela.
U odnosu na Wilminkov model, koji nam se u prethodnom poglavlju pokazao kao najbolji
model za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji, novi model ima
vec´u vrijednost korigiranog R2 i manju vrijednost standardne gresˇke reziduala. To znacˇi da
je novi model bolji za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka u trec´oj ili vec´oj laktaciji i od
Wilminkovog modela.
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7 Zakljucˇak
Analiziranjem stvarnih prinosa mlijeka u prvoj, drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji dosˇli smo
do zakljucˇka da razlike u prinosu s obzirom na redni broj laktacije postoje. Vrijednosti
numericˇkih karakteristika deskriptivne statistike, osim minimalnog prinosa mlijeka, najvec´e
su bile kod krava u trec´oj ili vec´oj laktaciji, a najmanje za krave u prvoj laktaciji. Maksimalni
prinos mlijeka najbrzˇe dostizˇu krave u trec´oj ili vec´oj laktaciji, dok ga najsporije dostizˇu krave
u prvoj laktaciji. Nakon dostizanja maksimalnog prinosa mlijeka, prinos mlijeka postepeno
opada. Najmanji pad imale su krave u prvoj laktaciji, a najvec´i krave u trec´oj ili vec´oj
laktaciji.
Oslanjajuc´i se na tu cˇinjenicu dnevne prinose mlijeka modelirali smo za svaku laktaciju
posebno koristec´i cˇetiri laktacijska modela, Woodov i njegovu modifikaciju te Wilminkov
i MilkBot. Laktacijske krivulje dobivene tim modelima dobro su uskladene sa stvarnim
prinosima mlijeka. Znacˇajnija odstupanja od stvarnih prinosa mlijeka uocˇena su tek kod
vrijednosti prediktiranih modelima. Usporedivanjem vrijednosti maksimalnog prinosa mli-
jeka, trenutka dostizanja maksimalnog prinosa mlijeka i ukupnog prinosa mlijeka dobivenih
modelima sa stvarnim vrijednostima znacˇajnija odstupanja uocˇena su samo u trenutku dos-
tizanja maksimalnog prinosa mlijeka. U prvoj i drugoj laktaciji Woodov laktacijski model
i njegova modifikacija precjenjivali su ga, a Wilminkov i MilkBot laktacijski model podcje-
njivali. U trec´oj ili vec´oj laktaciji precjenjivanje je bilo prisutno samo u Woodovom modelu,
dok su ga ostala tri modela podcjenivali. Trend povec´anja maksimalnog i ukupnog prinosa
mlijeka, kako se povec´ava redni broj laktacije, zadrzˇan je i u vrijednostima koje su dobivene
na osnovu modela. Prisutno je podcjenjivanje stvarnog ukupnog prinosa mlijeka tijekom 275
dana laktacije u svim modelima i ona se krec´u na istim razinama u svim grupama. Najvec´a
odstupanja teorijskog od stvarng prinosa mlijeka tijekom 305 dana laktacije uocˇavaju se
prvenstveno u MilkBot laktacijskom modelu te modifikaciji Wodovog laktacijskog modela.
Usporedbom laktacijskih modela uocˇili smo da razlike u modelima postoje. Razlike su
posebno vidljive u drugoj i trec´oj ili vec´oj laktaciji. Woodov laktacijski model u odnosu na
ostale modele losˇije opisuje stvarne prinosa mlijeka u pocˇetnom i srednjem periodu laktacije.
Ali vrijednosti prediktirane Woodovim modelom najmanje odstupaju od stvarnih prinosa
mlijeka za razliku od vrijednosti prediktiranih ostalim modelima. Analizom mjera kvaliteta
modela dosˇli smo do zakljucˇka da je Wilminkov laktacijski model najbolji za modeliranje
dnevnog prinosa mlijeka u sve tri grupe jer ima najvec´u vrijednosti korigirang R2 i najma-
nje vrijednosti standardne gresˇke reziduala te Akaike i Bayesvog informacijskog kriterija.
Woodov model pokazao se kao najlosˇiji.
U zadnjem dijelu diplomskog rada izgradili smo novi model kao kombinaciju Woodovog
i MilkBot laktacijskog modela. Cilj izgradnje novog modela bio je smanjiti podcjenjivanja
stvarnog prinosa mlijeka u rastuc´em dijelu laktacijske krivulje i precjenjivanje odmah na-
kon dostizanja maksimalnog prinosa mlijeka prisutno u Woodovom laktacijskom modelu te
precjenjivanje u zadnjem dijelu laktacije prisutno u MilkBot laktacijskom modelu. Ciljevi
kombinacije modela u konacˇnici su ispunjeni. Novi model pokazao se boljim za modelira-
nje dnevnog prinosa mlijeka u sve tri grupe. Isto tako pokazao se boljim i u odnosu na
Wilminkov model.
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Sazˇetak
U radu proucˇavamo laktacijske modele za modeliranje dnevnog prinosa mlijeka muznih krava
tijekom laktacije. Prvo definiramo osnovne pojmove kao sˇto su laktacija, prinos mlijeka,
laktacijska krivulja i perzistencija. Zatim se usmjeravamo na statisticˇku analizu podataka
ustupljenih od tvrtke Farmeron d.o.o. koja ukljucˇuje deskriptivnu statistiku, graficˇke prikaze
prinosa mlijeka i kutijastih dijagrama te primjenu razlicˇitih statisticˇkih testova. Na osnovu
statisticˇke analize podataka prinose mlijeka muznih krava dijelimo u tri grupe. Prvu grupu
cˇine prinosi mlijeka muznih krava u prvoj laktaciji, drugu prinosi mlijeka muznih krava u
drugoj laktaciji i trec´u prinosi mlijeka muznih krava u trec´oj ili vec´oj laktaciji.
Nakon statisticˇke analize podataka prelazimo na glavnu tematiku rada, a to su laktacijski
modeli. U radu proucˇavamo cˇetiri laktacijska modela. To su Woodov laktacijski model
i njegova modifikacija te Wilminkov i MilkBot laktacijski model. Svaki model u svojoj
definiciji ukljucˇuje odredeni broja parametara koje je potrebno procijeniti. Procjenu radimo
koristec´i Levenberg-Marquardt algoritam. Modele usporedujemo koristec´i graficˇke prikaze
laktacijskih krivulja dobivenih modelima i mjere kvalitete modela od kojih c´emo koristiti
korigirani R2, standardnu gresˇku reziduala te Akaike i Bayesov informacijski kriterij.
U zadnjem dijelu diplomskog rada prikazat c´emo novi model dobiven kombinacijom Wo-
odovog i MilkBot laktacijskog modela te njegovu usporedbu s Woodovim, MilkBot i Wilmin-
kovim laktacijskim modelom. Novi model pokazat c´e se kao najbolji za modeliranje dnevnog
prinosa mlijeka krava.
Kljucˇne rijecˇi: laktacija, prinos mlijeka, perzistencija, laktacijska krivulja, laktacijski
model, Levenberg-Marquardt algoritam.
Summary
The thesis will be dealing with lactation models for modeling the daily milk yield during the
lactation period. First we define the basic concepts such as lactation, milk yield, lactation
curve and persistency. After that we focus on statstical analysis of data provided by company
Farmeron d.o.o which includes descriptive statistics, plot of daily milk yield during lactation
period, boxplots and the applications of various statistical tests. We divided dairy cows into
three gropus. First group consits from dairy cows in first lactation, second from dairy cows
in second lactation and third drom dairy cows in third or bigger lactation.
After statistical analysis we pass to the main thesis of this paper. That are lactation
models. We describe four lacation model. That are: Wilmink, MilkBot, Wood lactation
model and modification of Wood lactation model. Each model in his definition has several
parameters which we need to estimate. We estimate them using Levenberg-Marquardt al-
gorithm. Then we compare lacation models using plots of lactation curves and measures for
the quality of models such as adjusted R2, residual standard deviation, Akaike and Bayesian
information criterion.
In the last part of thesis we will show new model which is combination of Wood and Mil-
kBot lactation model and compare him with Wood, MilkBot and Wilmink lactation model
that will prove the best for modeling dairy milk yield during lactation in all gropus.
Keywords: lactation, milk yield, persistency, lactation curve, lactation model, Levenberg-
Marquardt algorithm.
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